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23 Lorentz-Transformation

23.a Gavuwer- und Lorentz-Transformation

Die Gleichungen der Newtonschen Mechanik sind invariant gegen die Gaviei-Transformation (GALLEr-
Invarianz)
X'=x, y=y, Z/=z-vt, t'=t (23.1)

Wir werden im Folgenden sehen, dass die MaxweLL-Gleichungen bei geeigneter Transformation von Feldern,
Strémen und Ladungen invariant sind gegen lineare Transformationen der Koordinaten X, y, z und t, die die
Lichtgeschwindigkeit invariant lassen (Lorentz-Invarianz). Eine derartige Transformation lautet

_ t— 2
X=X y=y, 7= 2t t = ¢ (23.2)
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Betrachten wir zwei Ladungen q und —q, die sich fir t < 0 am gleichen Ort befinden und auch firt > At
am gleichen Ort sind, sich aber im Intervall 0 < t < At gegeneinander bewegen, wobei sie sich zur Zeit 0
am Ort rg trennen und zur Zeit At am Ort r; wieder zusammen kommen. Diese erzeugen nach (21.14) und
(21.15) ein Feld, das sich von diesen beiden Ladungen mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitet und am Ort r nur
fiir Zeiten t von Null verschieden ist, fiir diet > [r — rg|/c und t < At + |r — ry|/c gilt und zwar unabhéngig vom
Inertialsystem, in dem wir uns befinden. (Wir miissen dabei nur voraussetzen, dass sich die Ladungen nicht mit
Uberlicht-Geschwindigkeit bewegen.) Wahlen wir insbesondere At infinitesimal, so kommt der Lichtblitz zur
Zeitt = |r — ro|/c an, bewegt sich also mit Lichtgeschwindigkeit. Da die Lorentz-Transformation nicht mit den
Gesetzen der Newronschen Mechanik vertrdglich ist und die Gaer-Transformation nicht mit den MaxweLL-
Gleichungen (das Licht misste sich in einem bewegten Inertial-System mit einer von der Richtung abhéngigen
Geschwindigkeit ausbreiten), entsteht die Frage, welche der drei Moglichkeiten in der Natur erfillt ist:

(i) es gibt ein ausgezeichnetes Inertialsystem fur die Elektrodynamik, fiir das die MaxwerL-Gleichungen nur
gelten (Ather-Hypothese),

(ii) die Newron-Mechanik ist abzuéndern,

(iii) die MaxweLL-Gleichungen sind abzuéndern.

Die Entscheidung kann nur experimentell getroffen werden. Ein

wesentlicher Versuch zur Widerlegung von (i) ist der MicHELsON- sz
Morrey-Versuch: Ein Lichtstrahl trifft auf einen halbdurchldssigen
Spiegel Spy, wird durch diesen geteilt, an zwei Spiegeln Sp; und Sp» Sp

im Abstand | reflektiert und an dem halbdurchléssigen Spiegel wieder h
zusammengefiihrt. Man beobachtet die Interferenz der beiden Licht- ‘
strahlen bei B. Bewegt sich die Apparatur mit der Geschwindigkeit v L ‘ Spl

in Richtung Spiegel Sp;, so betrdgt die Laufzeit t; zwischen dem halb-
durchlassigen Spiegel und dem Spiegel Sp; und zuriick

| I 2lc 2l v2
= = ==+ +..). 23.
i C—V+c+v c2—v2 c( +Cz+ ) (23.3) 787
Fir die Laufzeit t, zum Spiegel Sp, ergibt sich
2l 2l v2
t2 = 702 — V2 = E(l + E + ), (234)
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84 H Lorentz-Invarianz der Elektrodynamik

da sich die Lichtgeschwindigkeit ¢ in die beiden Komponenten v und vc2 — v2 zerlegt. Damit bleibt ein Gan-
gunterschied
Iv?

= (23.5)

t1-th=

der durch Verschiebung der Interferenzen messbar wére, wenn zum Beispiel v die Geschwindigkeit der Erde
gegeniiber der Sonne ist. Diese Verschiebung wurde nicht beobachtet. Man kann einwenden, dass das daran
liegt, dass der Ather von der Erde mitgefiihrt wird. Es gibt jedoch viele weitere Versuche, die fiir die Lorentz-
Invarianz sprechen, das heif3t der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum unabhédngig vom Inertialsys-
tem. Daflr spricht vor allem, dass die Konsequenzen fiir die Mechanik bei Versuchen mit Teilchen nahe der
Lichtgeschwindigkeit, insbesondere bei Elementarteilchen bestens bestétigt werden.

Entwicklung der Relativitatstheorie

Um die Geschwindigkeit der Erde gegen den postulierten Ather zu bestimmen fiihrten MicreLson und MorLEY
ihr Experiment erstmals 1887 mit negativem Ergebnis durch: Keine Bewegung gegen den Ather konnte fest-
gestellt werden. Zur Erkldrung postulierten Firzcerarp (1889) und Lorentz (1892), dass sich alle Gegenstéande
in Richtung der Bewegung gegen den Ather verkiirzen. (vgl. Lorenxtz-Kontraktion, Unterabschnitt 23.b.83).

Im Folgenden werden wir die Idee der vierdimensionalen Raum-Zeit entwickeln, innerhalb deren man Trans-
formationen vornehmen kann dhnlich den orthogonalen Transformationen im dreidimensionalen Raum, an die
wir bereits gewohnt sind. Allerdings handelt es sich dabei nicht um einen Eukuibischen Raum, d. h. einen
Raum mit definiter Metrik, vielmehr haben Raum und Zeit unterschiedliche Metrik (siehe metrischer Tensor
g, Gleichung 23.10). Man nennt diesen Raum auch Minkowski-Raum. Wir verwenden dabei die moderne von
Mmvkowskr 1908 eingefiihrte vierdimensionale Notation.

Ausgehend von den Grundideen der speziellen Relativitétstheorie

Die Naturgesetze und Ergebnisse der Experimente in einem Inertialsystem sind unabhé&ngig von der Bewegung
des Systems als Ganzem.

Die Lichtgeschwindigkeit ist in jedem Inertialsystem die Gleiche und unabhéngig von der Geschwindigkeit der
Quelle.

werden wir in den folgenden Abschnitten die Lorentz-invariante Formulierung der MaxweLL-Gleichungen und
der relativistischen Mechanik einftihren.

23.b Lorentz-Transformation

Wir fiihren die Notation
=y, xX’=z (23.6)

oder kurz
(x*) = (ct,r) (23.7)

ein und bezeichnen diese als die kontravarianten Komponenten des Vektors. Weiter fuhrt man
(%) = (ct, ). (23.8)

ein, die als die kovarianten Komponenten des Vektors bezeichnet werden. Dann kdnnen wir auch

X =0"%, Xy =gwX’ (23.9)
schreiben (Summationskonvention) mit
1 0 0 O
@=@={g 3 % o (23.10)
0 0 0 -1

Man bezeichnet g als den metrischen Tensor. Generell gilt fiir das Herauf- und Herunter-Ziehen von Indices
C-#..=¢g"C--, -, C..H..zgwc..v.. (23.]_]_)

Wir vereinbaren: Indices , 4, u, v laufen von 0 bis 3, Indices a, 3, v, ... von 1 bis 3. Man beobachtet, dass nach
(23.11)9,” = g9~ =6,”, ¢, = ¢“Qv = 6", mit dem Kronecker-Delta ist.
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Wird ein Lichtblitz zur Zeitt = 0 bei r = 0 erzeugt, so wird seine Wellenfront durch
s?=ct?-r?=x'x,=0 (23.12)

beschrieben. Wir bezeichnen das durch die Koordinaten x* beschriebene System mit S. Wir postulieren nun
mit Enstem: In jedem Inertialsystem breitet sich das Licht im Vakuum mit der gleichen Geschwindigkeit ¢ aus.
(Prinzip von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit) Dann gilt fiir den Lichtblitz im gleichférmig bewegten
System S’ (dessen Ursprung fiir t = t" = 0 mit dem von S Uibereinstimmt)

s = x¥x/, = 0. (23.13)

Unter der Annahme eines homogenen Raum-Zeit-Kontinuums muss die Transformation zwischen x’ und x
linear sein

XH = A X, (23.14)
und es muss gelten s> = fs? mit einer Konstanten f. Verlangen wir, dass der Raum isotrop ist und kein
Inertialsystem ausgezeichnet ist, so folgt f = 1. Die Bedingung s’? = s? impliziert

12 _ Yyt A YA Ky 2 _ gV K
§° = XX, = ALX'A X = 87 = X6, X, (23.15)
was flr beliebiges x erfillt ist, wenn
AN =6 (23.16)
erflllt ist. Die Umkehrtransformation von (23.14) folgt aus
XC=6,"%" = ASANX = ASXE (23.17)

Aus (23.16) folgt speziell fiir v = k = 0 die Beziehung (A%)? - ¥, (A®%)2 = 1. Man beachte, dass A" = +A°,
AL = —A. Daher ist |A%| > 1. Man unterscheidet zwischen Transformationen mit positivem und negativem
A%, da es keinen kontinuierlichen Ubergang zwischen diesen beiden Klassen gibt. Die Bedingung A% > 0 sagt
aus, dass A% = %h/ > 0, das heif3t eine in S’ ruhende Uhr l1duft von S aus gesehen in der gleichen Zeitrichtung,
wie die in S synchronisierten Uhren (und nicht riickwarts).

SchlieRlich lasst sich noch eine Aussage tiber det(A”,) machen. Aus (23.16) folgt

AR g g =6~ (23.18)
Unter Verwendung des Determinanten-Multiplikationssatzes folgt
det(A*,)? det(g,.,) det(g™) = 1. (23.19)
Da det(g,.) = det(g”) = —1 folgt
det(A”,) = £1. (23.20)
Betrachten wir nur Rechts-Basis-Systeme, so ist det(A”,) = +1. Transformationen, die
A% >0, det(A) =1 (23.21)

erflllen, heilen eigentliche Lorentz-Transformationen.
Gl. (23.21) hat die Konsequenz, dass das vierdimensionale Raumzeitvolumen invariant ist

dt’dr’ = ld“x’ = E—G(X/O’ X", X2, X%)
c c O(x9, x1,x2, x3)
Legen wir die z- und die z’-Achse in Richtung der Relativgeschwindigkeit v der sich gegeneinander bewegenden

Inertialsysteme und setzen wir zusétzlich x’ = x, y’ =y, so folgt die spezielle Transformation (23.2). Die
zugehdrige Matrix A lautet

d*x = % det(A*,)d*x = %d“x = dtd°r. (23.22)

y 00 By
0 10 O
Hy _
A=l 5 o0 1 o (23.23)
By 0 0 vy
mit 1
Y= L B== (23.24)
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23.b.a Zeitdilatation

Wir betrachten nun eine in S’ ruhende Uhr im System S. Aus

, vz
folgt dann
JNCI (23.26)
0 - 6t/ o =7 .

Die in S’ ruhende Uhr geht von S aus betrachtet langsamer

1 v2
At = —At = /1 - _zAt' (23.27)
r Y C

Dieses Phdanomen bezeichnet man als Zeitdilatation.

or’
At = —
ot

23.b,8 Langenkontraktion

Aus
Z =y(@z-vt) (23.28)
folgt
o7’
3 = | = 23.29
A%y oz |t Y ( )
und damit
0z 1 [ v
A= —| A7 = =A7 = |1 - =AZ. 23.30
07 |y vy c? ( )

Ein Malstab, der in S’ ruht und in der Richtung der Relativ-Bewegung ausgedehnt ist, erscheint also in S
verkiirzt. Man bezeichnet das als Langenkontraktion. Dagegen bleiben die Entfernungen senkrecht zur Bewe-
gungsrichtung unverdndert: AX’ = Ax, Ay’ = Ay.

Diese Verkiirzung bewirkt, dass in (23.3) die Lange | durch 1 {/1 — ‘c’—i zu ersetzen ist. Dann stimmen die beiden
Laufzeiten des Lichts unabhangig von der Geschwindigkeit v Uiberein, t; = t,.
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24  Viererskalare und Vierervektoren

. . . 0—

24.a Abstand und Eigenzeit als Viererskalare x"=ct
. o . . i

Elpe G_rbBe, die invariant gegen Lorentz-Transformationen ist, Zukunft @)é

heiflt Viererskalar. 6&'

Beispiel: Gegeben seien zwei Raum-Zeit-Punkte (Ereignisse) (x*), \'>°

("%). Die GroRe raumartiger

2= (¢ - B)(X — ) (241)  Abstand

ist ein Viererskalar. Sie hat in jedem Inertialsystem den gleichen

Wert. Speziell fur X = 0 (Ursprung) ist s? = x¥X,,. Vergangenheit
I

24.a.c Raumartiger Abstand s? < 0

Wenn s? < 0, dann gibt es Inertialsysteme, in denen beide Ereignisse gleichzeitig stattfinden x© = 0. Sei etwa
(x*) = (ct,0,0,2). Dann erhélt man aus (23.2)

t = , 7 = (242)

mit v = tc?/z

=0, 7= Z(l =74/1- +22 - 22 = + V-2, (24.3)

Man bezeichnet daher zwei solche Ereignisse als raumartig zu einander gelegen.

24.a8 Zeitartiger Abstand s®> > 0

In diesem Fall existiert ein Inertialsystem, in dem beide Ereignisse am gleichen Ort stattfinden (x” = 0). In der
Transformation (23.2) wéhlen wir v = z/t. Dann folgt

t = (—CZZ) =ty/1- pia sign (t) 4/t2 - pie sign(t)E, Z =0. (24.4)
1-%
C

Ein Ereignis ist friiher als das andere, das heift, das Vorzeichen von t” stimmt mit dem von t Giberein.
Eigenzeit r

Unter der Eigenzeit  versteht man die Zeit, die im jeweiligen Ruhesystem verstreicht. Bewegt sich ein Punkt
mit der Geschwindigkeit v(t), so gilt flir seine Eigenzeit

dT = ? = 1- C—dt, (245)

B t2 / V2(t)

Die Eigenzeit ist unabhéngig vom Inertialsystem, also ein Viererskalar.

also
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24.a.y Lichtartiger Abstand s?> = 0

Wenn ein Lichtblitz direkt von einem Ereignis zu einem anderen lduft, dann ist deren Abstand s = 0. Die in
einem Inertialsystem gemessene Zeit kann je nach Inertialsystem beliebig lang oder kurz sein, jedoch kann sich
die Reihenfolge der Ereignisse (bei einer eigentlichen Lorentz-Transformation) nicht umkehren.

Ein weiterer Viererskalar ist die Ladung.

24.b  Weltgeschwindigkeit als Vierervektor

Transformiert sich eine vierkomponentige GroRe (A“) beim Ubergang von einem Inertialsystem zum anderen
wie die Raum-Zeit-Koordinaten (x*), so bilden sie einen Vierervektor

A = AF A (24.7)
Ein Beispiel ist die Weltgeschwindigkeit
dx*  dx* dt dx®  dt
= — = — — = H i 0 = — =C— =_C. 24
P R AL A (248)

Die Weltgeschwindigkeit (u#) = (cy, vy) ist ein Vierer-Vektor. Da 7 invariant gegen Lorentz-Transformationen
ist, transformiert sie sich wie (x*). Dagegen ist (c, v) kein Vierer-Vektor. Es ist

wu, = (2 - vA)y? = 2 (24.9)
Allgemein ist das Skalar-Produkt zweier Vierer-Vektoren (A*) und (B*) ein Viererskalar
AMB;, = A,A ‘A"B, = 5;A"B, = AB,. (24.10)

Wir zeigen das folgende Lemma: Ist (&) ein beliebiger Vierervektor (oder hat man einen vollstdndigen Satz
Vierervektoren) und ist a“b,, ein Viererskalar, dann ist auch (b*) ein Vierervektor. Beweis:

a'b, = b, = A" a'b]. (24.11)

Da dies fur alle () oder einen vollstandigen Satz gilt, gilt auch b, = A b;. Dies ist aber die Transformations-
formel (23.17) furr Vierervektoren.

Additions-Theorem fur Geschwindigkeiten

Das Inertialsystem S’ bewege sich gegeniiber S mit der Geschwindigkeit v in z-Richtung. In S’ bewege sich
ein Punkt mit der Geschwindigkeit w’ ebenfalls in z-Richtung. Mit welcher Geschwindigkeit bewegt er sich in
S? Wir haben

7+t t+%
PR LS U (24.12)
Ji-% 1-%
Mit 22 = w't’ folgt dann
Nt 1+ Wt
o Wrwyr @t (24.13)
2 2
1- 2 1- 2

Daraus folgt die Geschwindigkeit des Punktes in S

z W +v

w=_"rv 24.14
t 14+ Wy ( )
C
Wir beobachten 2 2 P
2 £+‘_/ 1—W— 1-5
c 140y 1+%)?

Wenn |w’| < c und |v| < ¢, dann ist dieser Ausdruck positiv. Dann ist also auch |w| < c. Beispiel: w’ = v = 0.5c,
dannist w = 0.8c.
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24.c Viererstromdichte
Wir fassen Ladungs- und Stromdichte zusammen zur Viererstromdichte
(1) = (cp.J) (24.16)

und Uberzeugen uns, dass j* ein Vierervektor ist. Fur Ladungen der Geschwindigkeit v gilt (fir Ladungen
verschiedener Geschwindigkeit kbnnen die Beitrdge superponiert werden)

Fopr, =0, j=pyl-pu (24.17)

Falls p /1 — 82 ein Viererskalar ist, ist j* ein Vierervektor. Nun ist
q q

mit dem Volumen Vo im Ruhesystem und der Langenkontraktion V = Vg +/1 — 2. Da die Ladung g und Vg

Viererskalare sind, ist auch p /1 — 52 ein Viererskalar.
Wir bringen nun die Kontinuitétsgleichung in Lorentz-invariante Form. Aus p + divj = 0 folgt

(24.18)

iu
% _o, (24.19)

da 0j°/0x° = dp/at. Wir betrachten nun die Transformations-Eigenschaften der Ableitungen 6/9x*

of ox’ of of
= —=A 24.2
OXH  OX'H 9XY Hooxr’ (24.20)

das heisst die Ableitung transformiert sich geméR

0 0
=A) 24.21
OxX'H "ooxr ( )
wie X, = A, Man schreibt daher
0 19
— = =(==,V). 24.22
o =0 (0)= (7Y (24.22)
Man achte auf die Stellung der Indices. Ahnlich gilt
0 19
— = =(=—=,-V). 24.2
g = @) =G (24.23)
Man kann dann die Kontinuitdtsgleichung als
0. =0 (24.24)
schreiben. Generell ist die Viererdivergenz 9,P* = 6"P,, eines Vierervektors P ein Viererskalar.
24.d  Viererpotential
Wir fassen nun A und ® zusammen zum Viererpotential
(A) = (D, A), (24.25)
dann gilt
OAf = —%nj” (24.26)

in der Lorenz-Eichung mit der Eichbedingung

divA + %(D =0 - 9,A =0. (24.27)



90 H Lorentz-Invarianz der Elektrodynamik

Dabei ist der o’ ALemBerT-Operator
1
O=A- gaf = —3,0" (24.28)

ein Viererskalar o’ = o.
Wir zeigen nun, dass die retardierte Losung A manifest Lorentz-invariant ist. Wir behaupten

MW = ¢ [ ayroeGEee -y (2429
o= (¢ =y (X — ) = Sty — )P — (x— y)? (24.30)

0
0() { é 5 8 (24.31)

Wir betrachten nun generell die Integration iiber eine 6-Funktion, die von einer Funktion f abhéngt. Offen-
sichtlich tragen nur die Nullstellen t; von f bei,

f g(FE)dt= f " gOsCE o)t mit f(t) = o0. (24.32)
i ti—€
Mitz = f(t), dz = f’(t)dt folgt dann
Lo (Y d e gb)
[ awarnet - ) | o SO = D (24.33)

Damit ergeben sich die Nullstellen in der §-Funktion von (24.29) zu ty = tx + [X — y|/c und die Ableitungen zu
f'(ty) = c2(ty — ty) = +Clx — y|, was

X -yl
c

1 1 1
Ax) = = | dj6(55%)0(tx — t =fd3—"‘ ty — 24.34
00 =3 [ayraGeen-y = [Eyo - B (24.34)
ergibt. Wegen 0(ty —t,) erhalten wir die retardierte Losung. Sie ist in Ubereinstimmung mit (21.14) und (21.15).
Ersetzen wir die 6-Funktion durch 6(ty — ty), so ergibt sich die avancierte Losung. Man beachte, dass sich das
Vorzeichen der Zeitdifferenz langs des Lichtkegels unter eigentlichen Lorentz-Transformationen nicht dndert.
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25 Elektromagnetischer Feldtensor

25.a Feldtensor

Aus dem Viererpotential (A*) erhalten wir die Felder E und B,

B=rotA, E=-grad®— %A, (25.1)
zum Beispiel
OA3  HA2 A% oAl
Bi=—————= =0°A>—9°A%, E;=-——- — — =3'A° - °AL. 25.2
LT ox2 T ox3 9 FA, B axt  ox0 9 9 (25:2)

Wir fiihren daher den elektromagnetischen Feldtensor ein
FI" = 0'A" — O, FM = —F™. (25.3)
Er ist ein antisymmetrischer Vierertensor. Explizit lautet er

0 -E; -E, -Eg
E;, 0 -Bs B,

Yy —
(F™) = E, Bs 0 -8B (25.4)
Es -B, B; 0
25.b MaxweLrL-Gleichungen
25.b.a Die inhomogenen Gleichungen
Die Gleichung div E = 4mp ldsst sich ausdriicken
10 20 3 _ 4T
01F™ + 02F° + 03F~ = Sk (25.5)
Aus der 1-Komponente von rotB — 1E = 4] folgt
= e i N F? 4+ 93F3 + 9oF% = =1, 25.6
3X2 axg 6)(0 T =02 + 03 + 0o C J ( )

ghnlich fur die anderen Komponenten. Diese vier Komponenten-Gleichungen lassen sich zusammenfassen zu

4 .
P = %‘ i, (25.7)

Setzen wir die Darstellung der Felder durch die Potentiale ein, (25.3), so folgt
4
0 ("N = O"A) = ?]V. (25.8)

Mit der Bedingung fiir die Lorenz-Eichung d,,A* = 0, (24.27) folgt dann

8, 0" A = 4%“ I (25.9)

in Ubereinstimmung mit (24.26) und (24.28).
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25.b,8 Die homogenen Gleichungen
Ahnlich kann man die homogenen MaxwerLL-Gleichungen umschreiben. Aus divB = 0 wird

NMFR+0°FL + °F2 =0 (25.10)
und aus (rotE + 1B), = 0 wird

~0°F* - °F? - °F 7 = 0. (25.11)
Diese Gleichungen lassen sich zusammenfassen zu

IF + P+ 9 FY = 0. (25.12)
Man beachte, dass die Gleichung nur fir 2 # u # v # A nicht trivial ist. Sind zwei Indices gleich, so ver-
schwindet die linke Seite identisch. Man kann diese Gleichungen auch mit Hilfe des dualen Feldtensors

1
P = S Fa (25.13)

ausdriicken. Dabei ist e“* vollstandig antisymmetrisch gegen Vertauschung der Indices. Das heilt, er dndert
sein Vorzeichen, wenn zwei Indices vertauscht werden. Das impliziert, dass er verschwindet, wenn zwei Indices
gleich sind. Er ist daher nur von Null verschieden, wenn alle vier Indices verschieden sind. Wir normieren ihn
auf €22 = 1. Damit hat man explizit

0 -B; -B, -Bs
B O Es -E2

2
(F*™) = B, -Es 0 E, (25.14)
Bs E; -Ei1 O
und (25.12) ldsst sich schreiben
3,F" = 0. (25.15)
Man uberzeuge sich, dass e ein invarianter Pseudotensor vierter Stufe ist, das heif3t es gilt
€M = det(A)e™ 4, (25.16)

wobei det(A) gemaR der Diskussion nach (23.19) nur die Werte +1 annimmt und fir eigentliche Lorentz-
Transformationen gleich +1 ist (23.21).

25.c Transformation der elektrischen und magnetischen Felder

Da sich () und (A”) wie Vierer-Vektoren transformieren, gilt
F = AM A F (25.17)

fur die Transformation des elektromagnetischen Feldes. Wéhlen wir speziell

y 00 By
0 10 O
My _
AD)=1 9 01 o | (25.18)
By 0 0 vy
so folgt
E; = F0= AL A F“ = yF10 - ByF® = y(E; - 8By), (25.19)
also

v
Bl =v(E1- EBZ), (25.20)
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ghnlich
By = ¥(B1 + - E2) (25.21)
E;=v(Ez2+ %51)» By = y(B2 - %El) (25.22)
E,=Es  Bj)=Ba (25.23)
was wir auch zu
E| =E, B, =By Komponente || v (25.24)
E, = y(E. + % xB), B, =y(B.- % xE), Komponenten L v (25.25)

zusammenfassen konnen.

25.d Felder einer gleichformig bewegten Punktladung

Wir kdnnen daraus zum Beispiel die Felder einer Ladung, die sich mit gleichformiger Geschwindigkeit v = ve,
bewegt, berechnen. Im Ruhesystem S’ der Ladung, die im Ursprung ist, gilt

r/

= quS’ B/ = O (2526)

Im System S gilt fiir die Ladung xq = yq = 0, zq = vt. Wir driicken nun r” aus durch r und t und erhalten

gx ay qy(z-wvt)
co_ (WX QY ) 25.27
. (N Y G ) (25.27)
B = o (25.28)
N = r2=(0¢+y?+y%z-vt)?)%2 (25.29)
Es folgt
E1=y(E]+ VBz) o _
E2 = y(E} - {B)) = _dy (g w (25.30)
Es=E, = W‘V‘)
B1=y(B] - {Ey) = -4
~E2 (v x 1)
Bz = y(B) + \'c/El) — quﬁX B = N (25.31)

B3=B,=0

Flachen konstanten Ns sind in Bewegungsrichtung abgeplattete Rotations-Ellipsoide. Dabei ist kurze Halbachse
/ lange Halbachse = 1/y = /1 - ‘C’—ﬁ also eine Verkiirzung, wie sie auch bei der Langenkontraktion auftritt.

25.e  DorpLEr-Effekt
Wir betrachten eine monochromatische ebene Welle
E=Ee’, B=Bge? mit¢p =k -r—owt (25.32)

Wir wissen, wie sich E und B und damit auch Eq und Bg transformieren. Es bleibt daher noch der Viererskalar
der Phase ¢ zu betrachten. Schreiben wir

() = (2. K). (25.33)

so folgt
¢ = —k,x". (25.34)
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Da (x*) ein beliebiger Vierervektor und ¢ ein Viererskalar sind, folgt, dass (k*) ein Vierervektor ist. Daher
erhdlt man fir die spezielle Lorentz-Transformation (25.18)

W =ckO =cy(k® - BK3) = y(w - Bck®), Kr1=kb KZ=K% KO =y(k®- ,8%). (25.35)
Ist der Winkel zwischen z-Achse und Ausbreitungsrichtung 6, so gilt k3 = 2 cos ¢ und es folgt

W' = wy(l—-pcosh). (25.36)

Ist daher v parallel beziehungsweise antiparallel zur Ausbreitungs-Richtung, so hat man die longitudinale
DorpLEr-Verschiebung

0=0: o =w,5 (25.37)
O=n: o =wi% (25.38)

Ist dagegen 6 = xt/2 beziehungsweise 6’ = ;t/2, so hat man die transversale DoppLer-Verschiebung

JT; / w
=5 W= (25.39)
o = g L W =w IR (25.40)

Dabei ist ¢” der Winkel zwischen der z’-Achse und der Ausbreitungsrichtungin S’.
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26 Relativistische Mechanik

Emstein erkannte, dass die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit und die sich daraus ergebende Lorentz-
Transformation nicht auf die Elektrodynamik beschrénkt ist, sondern allgemeine Giltigkeit in der Physik hat.
Hier betrachten wir ihre Anwendung auf die Mechanik ausgehend von der Kraft auf Ladungen.

26.a Lorentz-Kraftdichte
Die Kraftdichte auf bewegte Ladungen lautet

k = pE + %j x B, (26.1)
also zum Beispiel fiir die erste Komponente
1. . 1. . . 1.
k' = pB1+ —(J"Bs— JBo) = —(J°F - [P - JPFP) = —j,FY. (262)

Man fiihrt daher den Vierer-Vektor der Lorentz-Kraftdichte

kt = %jVF”V (26.3)
ein. Wir betrachten die zeitartige Komponente
1 1
K=Zj,F¥=2j-E. 26.4
2 | (26.4)

Wiéhrend die raumartigen Komponenten die mechanische Impulsénderung pro Zeit- und Volumen-Einheit
angeben, gibt die zeitartige Komponente die pro Zeit und Volumen zugefiihrte Energie an

() = (Zi-E. k) (26.5)

26.b Lorentz-Kraft auf eine Punktladung
Die Vierer-Stromdichte am Ort x einer Punktladung g am Ort X ist
(%, 1) = qo3(x — Xq(D)V". (26.6)
Daher ist die auf die Punktladung wirkende Kraft gegeben durch
KK = gvvF’”. (26.7)

Dies ist kein Vierer-Vektor, da (v*) kein Vierer-Vektor ist. Multiplizieren wir sie hingegen mit y so erhélt man

einen Vierer-Vektor, die Minkowski-Kraft

YKH = %UVF’”. (26.8)

K ist der der Punktladung pro Zeiteinheit zugefiihrte Impuls, cK° die der Punktladung pro Zeiteinheit zugefiihrte
Energie. Die Minkowski-Kraft ist dann der pro Eigenzeit zugefiihrte Impuls beziehungsweise die pro Eigenzeit
zugefilhrte Energie durch c.

26.c Energie und Impuls eines Massenpunktes

Da Impulsénderung und Energiednderung durch c einen Vierervektor bilden, erwarten wir, dass auch mechanis-

cher Impuls und Energie durch c einen Vierervektor bilden

(@)= GE.G). (26.9)



96 H Lorentz-Invarianz der Elektrodynamik

Im Ruhesystem S’ erwarten wir G’ = 0, das heif3t

1
(G") = (ZEo.0). (26.10)
Im System S ergibt sich mit der speziellen Transformation (23.23) fiir v = ve,
E
G=  y3%Ece, = )'VC—;, (26.11)
E= ¢G’=cyG?= vyE,. (26.12)

Fur Geschwindigkeiten klein gegen die Lichtgeschwindigkeit folgt

G—Ev(l+v—2+ ) (26.13)
=2 2ce ) .
In der Newronschen Mechanik haben wir

Gnewton = MV (26.14)

fiir einen Massenpunkt der Masse m. Fur Geschwindigkeiten v < ¢ sollte der Impuls der Newronschen und der
relativistischen Mechanik Ubereinstimmen. Daraus folgt

m=— — Epg=mc*, G =myv. (26.15)

Fir die Energie E folgt dann m
E = mc?y = me? + Evz +O(v*/c?). (26.16)

Man ordnet dem Teilchen eine Ruheenergie Eq = mc? zu. Bei kleinen Geschwindigkeiten kommt dazu der aus
der Newronschen Mechanik bekannte Beitrag r—2"v2 hinzu. Damit gilt

GH = mu. (26.17)
Dieses G bezeichnet man als den Vierer-Impuls. Wir beobachten noch
G“G, = m*W'u, = m*c?, (26.18)

woraus 1
—G2+ §E2 =m?c?, E?=m?"*+G%? (26.19)
folgt.

Solange die Teilchen erhalten bleiben, ist die Ruheenergie Eq = mc? nicht beobachtbar. Bei der Umwandlung
von Teilchen wird sie jedoch beobachtet, zum Beispiel beim Zerfall eines Teilchens in zwei andere

A® - 77+ p*. (26.20)
Mit den Massen
my = 2182me, m; = 273me, mp = 1836m, (26.21)
folgt furr das vor dem Zerfall ruhende A die Energie- und Impuls-Bilanz
maC? = \/m},c“ +G2c2 + \/m%c“ + G3c? (26.22)
0 = Gr+Gp. (26.23)

Die Ldsung des Gleichungssystems ergibt

G| = 4c \/M(mA — M)(M = m)(M —mp)/Ma,  2M = mp + My +mp. (26.24)
Mit Hilfe der Vierervektoren kann man aus

G/ =G +G (26.25)
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nach G, auflésen und quadrieren

Gp”Gp,, = (G’f\ - G’;)(GAII —Gn) = G’;\GA,, + G’;G,,,, - ZG’j\G,w. (26.26)
Dies ergibt
mac® = mic? + mic® — 2muE, (26.27)
und damit )
A A T S
E, = m(mA +mZ - m3) (26.28)
und analog
¢ () 2, 2
Ep= m(m/\ -m2 4+ mp). (26.29)

26.d Bewegungsgleichung
Wir schreiben nun noch explizit die Bewegungsgleichung fiir Massenpunkte auf

u
d% = K, (26.30)

Wie wir friiher schon bemerkten, ist die Gleichung nicht manifest Lorentz-invariant. Wir haben jedoch

dG*  dGH dt dGH

_—-—_— e =y — = H

dr dt dr dt K (26:31)
wobei die rechte Seite wieder die Minkowski-Kraft ist. In dieser Form ist die Bewegungsgleichung manifest

LorenTz-invariant.
Falls eine Kraft die Ruheenergie eines Teilchens nicht dndert, so folgt aus

d
G G, = m%c? - E(Gﬂeﬂ) =0 — G*yK, =0 - WK, = 0. (26.32)
Die Kraft ist orthogonal zur Weltgeschwindigkeit. Als Beispiel dient die Lorentz-Kraft
U, K* = gyvﬂvvF’” -0, (26.33)

da F#” antisymmetrisch ist. Wir beobachten

cdE
FK, = -v-K+-— =0. 26.34
VK, v-K+ C ( )
Die Gleichung (26.32) ist also dquivalent zu
dE
—-v-K 26.
- v-K, (26.35)

die die der Masse zugefiihrte Leistung angibt.
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27 LAGrANGE-Formulierung

27.a LacranGe-Funktion einer massiven Ladung im elektromagnetischen Feld

Wir behaupten, die Lacrange-Funktion £ einer Punktladung g der Masse m im elektromagnetischen Feld kann

geschrieben werden als
-mc?4/1- L O(r, t) + 9A(r t)-r
2 4% c

XX o
02

&
[

_me? |1+ X gAﬂ(x)xﬂ. 27.1)

Die Wirkung | kann dann

= f dtL = —mc? f dr- 34 f thﬂ f dr(-mc? — gA"uﬂ) (27.2)

das heift als Vierer-Skalar geschrieben werden.
Wir tiberzeugen uns nun, dass hieraus die korrekten Bewegungsgleichungen folgen. Die Bewegungs-Gleichung

lautet dor or
29= 9% _y, 27.3
dt ox, OX, ( )
woraus mit or .
O M dar), ) = GO+ AT (27.4)
00Xy iz C c
1-2
dann
Ly qA + 9 (v V)A + VD — —V(v A) = (27.5)

dt

folgt. Man beachte, dass in A nur die partielle Zeit-Ableitung von A steckt, daher haben wir dA/dt = A+(v-V)A.
Durch geeignetes Zusammenfassen der Beitrdge folgt

c({th+q(V(I)+ A)——vx(VxA) =0 (27.6)
;G qE—9va - o0 @7.7)

Also liefert die obige Lacrance-Funktion tatsachlich die korrekte Bewegungsgleichung.

27.b Lacrancedichte des elektromagnetischen Feldes

Die Lacrance-Dichte L des elektromagnetischen Feldes eines Systems von Ladungen setzt sich aus drei An-

teilen zusammen 1 1
L= —EF”VF - EAﬂjH + Lmech- (278)

Der mechanische Anteil ist fiir Punktladungen der Masse m;
Lo == Y mi® [ drs*(x-x (o). (279)
i

der nach Integration iiber d*x den entsprechenden Anteil der Wirkung | in (27.1) ergibt. Der zweite Anteil
in (27.8) beschreibt die Wechselwirkung zwischen dem Feld und der Ladung. Integration dieses Anteils fiir
Punktladungen unter Verwendung von

ju(r.) = Z el 63(r -r) (27.10)
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ergibt den entsprechenden Anteil in (27.1). Der erste Anteil ist der Beitrag des freien Feldes. Dass er die
korrekten MaxweLL-Gleichungen ergibt, werden wir unten nachpriifen. Die Wirkung selbst ergibt sich zu

-1 f dixL(X) = f dt f dPxL(x, 1) = f dtow). L) = f AL (x. 1). (27.11)

Die Wirkung muss nun extremal unter Variation der Felder A sein. Dabei betrachten wir F als Funktion von A
(25.3), Fyy = 9,A, — 3,A,,. Dann ergibt die Variation beziiglich A

1 1
oL = ——F,6F" — =],6A 27.12
8 H CJ ( )
SER = §(MAY — 'AM) = FOAY — I SAF (27.13)
FudF? = Fd"0A" - ,NavaAﬂ 2F 06N (27.14)
1
L = ——F,0"6A" — =j,0A". 27.15
47[ H CJ ( )

Damit erhalten wir flr die Variation der Wirkung nach A

ol

1 1
Ay _ _— v_ i v
fd X = g Fnd A" = S J,0A")

1 1 1
4 y 4 H v
- fd Xg 0 (FuwoA") + fd X(4—m3”Fuv - ?Iy)aA . (27.16)
Der erste Term der zweiten Zeile ist ein Oberflachen-Term (im vier-dimensionalen Raum). Aus dem zweiten
Term folgen die inhomogenen MaxweLL-Gleichungen (25.7)

4.
,FH = %‘ i, (27.17)

Die homogenen MaxweLL-Gleichungen sind bereits durch die Darstellung F,, = d,A, — d,A, erfillt.
Generell erhdlt man fiir eine Lagrange-Dichte, die von einem Feld (A#) und deren Ableitungen abhéangt, durch

Variation
f d*xsL(x)

- Ja (w(x) e 66~AV(x)‘9”‘SAV(X’)

\4 6L \4
f dAXaﬂ(w oA (x)) f i ((W(X) aﬂ((wAv (X)))(SA ). (27.18)

Es ist Ublich, die partiellen Ableitungen von L nach A beziehungsweise 0A mit §L/6... zu bezeichnen. Da die
Variation verschwinden muss, folgen allgemein die Bewegungsgleichungen

oL sL
r ((WAV(X)) T Y (27.19)

col

Dies ist die Verallgemeinerung der Lacranceschen Bewegungsgleichung (27.3) auf Felder. Neben der
Zeitableitung von 6L/§A" treten auch die raumlichen Ableitungen von 6L/6VAY auf.
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28 Energie-Impuls-Tensor und Erhaltungsgroien

28.a Der Tensor

Im Abschnitt 15.b hatten wir aus der Dichte der Lorentz-Kraft einen Erhaltungssatz fur den Impuls des
elektromagnetischen Feldes ”im Vakuum”, das heil3t ohne Beriicksichtigung zusatzlicher Beitrdge in Materie
hergeleitet

d d
-k = —gs— —T%e" 28.1
1
gs = 4—J'ECEXB, (282)
1 s
o _ T Y4B (2 2
T¥ = 4n(EQEﬁBQBﬁ) o (E*+B?). (28.3)

Als nullte Komponente miissen wir die Energiedichte betrachten. Fiir diese hatten wir in Abschnitt 15.a gefun-
den

1. 1 . 1.
-k = -Zj-E==divS+ =l (28.4)
c c c
c
S = —ExB 28.5
4n % ( )
1 2 2
u = %(E +B?). (28.6)
Wir fassen zusammen
-kt = -4, T# (28.7)
mit dem elektromagnetischen Energie-Impuls-Tensor
—-u —%Sl —%82 —%83
(T/,[v) — _CgSl Tll T12 Tl3 (288)

02 Ta Tz T
—C0ss Tz Tz Ts3
Dieser Energie-Impuls-Tensor setzt sich also zusammen aus der Energiedichte u, dem Poy~ting-Vektor (En-

ergiestromdichte) S, der Impulsdichte g und dem Spannungstensor T. Man beobachtet, dass T#” symmetrisch
ist, T#" = T, da T Symmetrisch ist und cgs = %S = ﬁE x B gilt. Man prift leicht nach, dass

1 1
v _ U Ay vk A4
TH = E(_ FUFY + g F ) (28.9)
gilt, entweder durch explizites Auswerten und Vergleich oder aus
Kt = 1j Frd = i(avF YRt = iaV(F Frty — L o (28.10)
¢ 4 M 4 M 4 0T '
Nun folgt aus
Foa(9'FH + ¢ FY + 9'F) = 0 (28.11)
die Beziehung
1
5 (FuF ™) + 2F,0"F = 0, (28.12)
so dass wir schlief3lich
1 v A 1 Av
ke = -0 (FuaF™) + ma"(FMF )
1 M =y 1 VK A
= Eav(— FFY + 297FF J) (28.13)

erhalten. T#” ist ein symmetrischer Vierertensor, das heif3t er transformiert sich gemaR
T = A A T (28.14)
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28.b Erhaltungssatze

Wir gehen aus von einem Vierervektorfeld (j#(x)). In jedem dreidimensionalen raumartigen Unterraum R des
vierdimensionalen Raums sei (j#) nur in einem endlichen Bereich von Null verschieden. Mit raumartig bezeich-
nen wir einen Raum, wenn je zwei Punkte des Raumes einen raumartigen Abstand haben. Eine Weltlinie, das
hei3t eine Linie, die berall Unterlichtgeschwindigkeit hat, durchstdl3t einen raumartigen Unterraum in genau
einem Punkt. Tragt man den Unterraum als x°(r) auf, so ist die Steigung stets kleiner 1. Fiir die Weltlinie ist
die Steigung dagegen uberall groRer 1. Die Punkte konstanter Zeit eines Inertialsystems bilden zum Beispiel
einen raumartigen Raum. Wir integrieren nun die Divergenz g, j* tber das vierdimensionale Volumen €, das
von zwei raumartigen Rdumen R und R’ begrenzt wird und erhalten

f d*x— f d*x(j° - o= )— . dsx(jo—% ). (28.15)

Den Beitrag d,j* integriert man einfach in x-Richtung
bis zur Begrenzung R beziehungsweise R’ oder bis j* ver-
schwindet. Fir die 0-Komponente ergibt das unmittelbar
den angegebenen Beitrag. Fir die 1-Komponente bleibt
zunéchst das Integral + [ dx°dx?dx® j* an der Berandung.Die
dx%-Integration l4sst sich aber in eine dxl%-lntegration um-
formen. Wichst (fallt) X = x° auf der Berandung mit x*, so
handelt es sich um die untere (obere) Grenze der Integration.
Daher das Minus-Zeichen vor ﬁ 29X Entsprechendes gilt fiir
die anderen Raumkomponenten.Wir kdnnen uns auch noch
davon {iberzeugen, dass

x9=X (x)

3 it
fR d*x(j° - a j f dV,,j (28.16)

mit (dV,,) = (1, —VX)d3x ein Viererskalar ist. Fihren wir namlich einen Vierervektor (j7) so ein, dass

T j” inR
JH - { 0 |n R/ ’ (2817)

f dv, j = f AV, J* = f g)‘(ﬂ (28.18)

wobei letzteres Integral offensichtlich ein Viererskalar ist, da sowohl d*x wie auch die Vierer-Divergenz von
j ein Viererskalar ist. Da aber das Feld (j*) beliebig ist, gilt fiir jedes infinitesimale (dV,) aus R, dass dV, j*
ein Viererskalar ist. Da (j*) Vierervektor ist, muss auch (dV*) Vierervektor sein. Damit kénnen wir (28.16)

schreiben als
f d*xa, j* = f dv,, j* - f dv,, j-. (28.19)
Q R 24

Dies ist der Gausssche Satz in vier Dimensionen.
Wir ziehen nun Folgerungen daraus:

so folgt

28.b.a Ladung

(j*) sei der Viererstrom der Ladungsdichte. Aus der Kontinuitétsgleichung 9, j* = 0 folgt fur jedes raumartige
R der gleiche Wert

q= % f av, j (28.20)
R

fiir die Ladung, da das Integral der Divergenz iber Q in (28.19) verschwindet (da der Integrand verschwindet),
und da man immer das gleiche R’ wéhlen kann. Die Ladung ist daher eine Erhaltungsgréie, genauer gesagt
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haben wir konsistentes Verhalten gefunden, denn wir haben bereits in Unterabschnitt 24.c angenommen, dass
die Ladung erhalten ist. Neu ist, dass ihre Bestimmung in einem beliebigen dreidimensionalen Unterraum
moglich ist.

28.b.,8 Energie und Impuls

Aus
K= 9,TH (28.21)

folgt
f d*xkt = f dv,T# — | dv,T*. (28.22)
Q R R

In einem ladungsfreien Raum (k# = 0), das heift fur freie elektromagnetische Wellen gilt dann, dass die Kom-
ponenten des Strahlungs-Impulses

1
Gs=-= f dv, T+ (28.23)
CJr
unabhéngig von R sind. Sie sind also erhalten. Es sei nun (b,) ein beliebiger konstanter Vierervektor. Dann ist

b, T#" ein Vierervektor und 8, (b, T#") = 0. Damit wird dann b, G zum Viererskalar und G ist ein Vierervektor.
Sind nun im Vierervolumen Q Ladungen, so gilt

GE(R) = _% fg d*xk + GE(R'). (28.24)

Fir Punktladungen g; hat man (26.7, 26.30)

% f d*xkH =Z f dtK” =Z f dtG" =Z(G¢(R)—G¢(R')). (28.25)

Dabei ist G{'(R) = m;uf'(R) der Vierer-Impuls der Ladung #i an der Stelle, an der die Weltlinie der Ladung den
Unterraum R durchstof3t. Damit ist
G' =GL(R) + Y GI(R) (28.26)
i

der erhaltene Vierer-Impuls.

28.b.y Drehimpuls und Schwerpunktsbewegung

Aus (28.7) folgt
(X' T = TV = Xk — Xk 4+ Tl T (28.27)

Da der Tensor T symmetrisch ist, kiirzen sich die beiden letzten Terme weg. Wir fiihren den Tensor
M#R) = —% fR AV, (x'TH = x T ) (28.28)
ein. Er ist antisymmetrisch M&* = —M£!. Auf Grund von (28.19) gilt
M&#(R) = —% fg dx(x'k = x'k') + Mg (R"). (28.29)
Fir Punktladungen erhdlt man
% fg d*x(x 'k — x'k?) = Z f dt(x'Kt - X('K}!) = Z f dt%(x?Gf‘ - X'G}), (28.30)

da x'G* = x*G*. Daher ist
M¥(R) = MZ(R) + M¥(R) (28.31)
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mit dem mechanischen Anteil
A
Ma'®R) = " (4Gl - xf‘Gf)|R (28.32)

eine ErhaltungsgroRe, das heit M (R) ist unabhzngig von der Wahl von R. Zugleich ist (M) ein Vierertensor.
Es bleibt noch die Bedeutung von M zu bestimmen. Hierzu betrachten wir M in dem dreidimensionalen Raum
R, der durch die konstante Zeit t im Inertialsystem S gegeben ist. Wir haben dann

M = _% deX(X/lTﬂO _ X;lT/lO) " Z (Xi/lGlil _ XlilGi/]) (28.33)

Wir betrachten zunéchst die raumartigen Komponenten

ues = [ dx(xegt - xgg) + 3 (06! - Xor), (28.34)

Dies ist fir « # 8 eine Komponente des Drehimpulses L, ndmlich e,,L,. Wir haben damit die Erhaltung des
Drehimpulses gefunden.
Ist eine Komponente zeitartig, so erhdlt man

M = ct( f d®xgd + ZG?) - %( f d®xxu + Z XE). (28.35)

Der erste Beitrag stellt ct multipliziert mit dem Gesamtimpuls dar. Der zweite Beitrag ist die Summe aller

Energien dividiert durch ¢ multipliziert mit der Ortskoordinate x*. Man kann diesen zweiten Beitrag als

den Energie-Schwerpunkt (tatsachlich die @-Komponente davon) multipliziert mit der Gesamtenergie dividiert

durch ¢ auffassen. Da Gesamtimpuls und Energie konstant sind, heif3t das, dass sich der Energie-Schwerpunkt

mit der konstanten Geschwindigkeit czgi%ggu'.s bewegt. Fir nichtrelativistische Geschwindigkeiten reduziert
R _ . gie

sich der mechanische Anteil auf

M% = c(tZG? - Z mix?]. (28.36)

Die Erhaltung dieser GroRe beinhaltet die gleichformige Bewegung des Massenschwerpunkts mit der
Geschwindigkeit Gesamtimpuls durch Gesamtmasse. Relativistisch geht das in die gleichférmige Bewegung
des Energieschwerpunktes tiber. Die Lorentz-Invarianz verknipft diese Erhaltung mit der Erhaltung des
Drehimpulses zur Erhaltung des antisymmetrischen Tensors M.
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29 Feld einer beliebig bewegten Punktladung

29.a Lienarp-WiecHERT-Potential

Wir bestimmen zundchst das Potential am Punkt (x*) einer Punktladung g, die sich auf einer Weltlinie rq(t)
bewegt. Ihre Viererstromdichte ist

(X)) = qv”63(x’ - rg(t), V' =(c,ryt)). (29.1)

Das Viererpotential ergibt sich dann nach (24.29) zu

1 . 1 1
AX(X) = S f d*x’ j”(X’)(S(ESZ)G(t -t)=q f dt’v”(t’)é(zsz)a(t —t) (29.2)
mit XO
$=a’, a =x -xt) (29.3) Beobachtungs-
I
- . — punkt (X) \ waltlinie
(a”) ist eine Funktion von (x”) und t’. Das Differential von
152 ergibt sich zu der Ladung
) Lichtkegel ./ ¥
d(zsz) = a,da” = a,dx” — a,v"dt’. (29.4)
Damit erhélt man das retardierte LitNnarp-WiecHERT-Potential \ o
1 o\Vg qu#
Aﬂ — M t' = = . 295
00 =00 555 = 2, = 2, (20.5)

or |

Dabei sind die beiden Ausdriicke mit dem Index , zu der Zeit t’ auszuwerten, zu der s> = Qund t > t'.
Wir beachten, dass a,v" = ac—a-v > 0,daa = c(t—t") = |]a. Im momentanen Ruhesystem der Ladung ist
a,u”/c der Abstand zwischen Beobachtungspunkt und Ladung.

29.b Die Felder

Aus den Potentialen berechnen wir nun die Felder
F* = 9*AY — §"AX. (29.6)

Hierzu miissen wir die Ableitungen von v, a und t’ bilden

ov” o

voo= 29.7
g v ox, (29.7)
ot = H(X-xyt)=9" - vyﬂ (29.8)

B qt)) =9 X, '

o’ a*

= —, 29.9
O0Xy a-v) (299

wobei der letzte Ausdruck wegen s? = 0 aus (29.4) gewonnen wurde. Hier und im Folgenden verwenden wir

(a-v) = av,=ac-a-v=c(a—-a-p) (29.10)
(v-v) = Vv, =c?2-v?=c?(1-5% (29.11)
awv) = avw=-a-w (29.12)
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Damit wertet man aus

, vt
= (a-v)
_— - vVaH
oray = ¢ @
Ha-v) = (0"a)V, + a0V
I veat v.ta vear
- g K (a'V) «kt K(a'V)
3 (V-v) (@-v)
Es folgt dann
v A DA v'oH(a-v)
G e R R
y VAYY
- ey
b - V'(v-v) —v'(a-v)+Vv'(a-v)
- (a-v)?
Damit ist )
e 4 (1 2+ g0y g py s tasa. )
(0) = Goagp L o BB+ BB+ a2 P
und die Felder stellen sich dar
F* = a'b”"—-a’b*
E_af_ap - AA-AI@-Ba) gax(@-pa)xp)
(a-a-p)?® cl@a-a-p)°
B = —axb:aXE
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(29.13)

(29.14)

(29.15)

(29.16)

(29.17)

(29.18)

(29.19)
(29.20)

(29.21)

Der Beitrag proportional zur Beschleunigung B fallt ab wie 1/a, fiir diesen Beitrag bilden a, E und B ein

Orthogonal-System. Der von 8 unabhéngige Beitrag féllt wie 1/a2 ab.

29.c Gleichformige Bewegung

(vergleiche Abschnitt 25.d). Der Skalar ya'v,/c ist gerade der Abstand zwischen Beobachtungspunkt und Ort

der Ladung im Ruhesystem der Ladung. Daher gilt

1 /
a-a-B= ;lrl, (a—a-B)°=N/>
Beriicksichtigt mana = r — vt’, a = c(t — t’), so folgt

a-Ba=r—-vt' —vt+vt' =r-vt

und damit

E_ gy(r —vt) B - (r—vt)x(r-vt)gy qyvxr

N - c(t—t)N cN

in Ubereinstimmung mit (25.30) und (25.31).

(29.22)

(29.23)

(29.24)
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29.d Beschleunigte Ladung momentan in Ruhe
Fur g = 0 vereinfachen sich die Gleichungen (29.20) und (29.21) zu
ga ¢

E = = + Eax (axp) (29.25)
I BN
B = o (axp), (29.26)

woraus mit der Energiestromdichte S = ;-E x B die in den Raumwinkel dQ abgestrahlte Leistung

dUS_z _ ta ¢ o ‘N2
o a’sS-n= 4n[a, E,B] = 4nca2(a X B)° = 4nca(nxv) (29.27)
und die gesamte abgestrahlte Leistung
: 2%,
Us= §5V (29.28)

(Larmor-Formel) folgt.
Fir eine harmonische Bewegung rq = oq COS(wt) und V = —roqw? cos(wt) folgt

L 20%rg — 1P}
Us = 5?0‘*0)4@05(@))2, Us = §C—§a)4 (29.29)

in Ubereinstimmung mit Abschnitt 22.b. Dies gilt fiir 3 < 1. Sonst hat man in 22.b auch Quadrupol- und hhere
Multipolanteile zu beriicksichtigen und hier, dass 8 nicht mehr vernachldssigt werden kann, was auf zusétzliche
Beitrage der Ordnung w® und héher fiihrt.

29.e  Abstrahlung, 8 # 0

Wir hatten gesehen, dass die Ladung im momentanen Ruhesystem die Leistung Us = %qu\'/z abstrahlt. Der
abgestrahlte Impuls ist Null wegen der Symmetrie der Strahlung (ohne Beriicksichtigung des statischen Anteils
von E, der aber so rasch abnimmt, dass er fur hinreichend groRes a nichts mehr beitréagt)

E(-a) =E(a). B(-a)=-B(a), Tas(-a) =Taps(@). (29.30)
Wir kdnnen daher den pro Eigenzeit abgestrahlten Impuls-Energie-Vektor schreiben als

d, 1 _w2g%( dutdu,
E(E Ss S) T AR s

dr dr (29-31)

dau® = cy « v- Vv = 0. Da die Formel lorentz-invariant geschrieben ist, gilt sie in jedem Inertialsystem, das
heif3t

dUs _ dru®2? (dt\*(_dov!) dov.)
dt dt ¢ 3c3\dr dt  dt

2
= 2L (0MOn - )

202 ,, ,. o
- 3—2372 (Y02 + 293V - ¥) + 72 - ¢2)). (29.32)
Mit dr/dt - u®/c = 1 und
. d 1 _ 3V-v
¥= g =7 (29.33)

folgt schliellich
. 2 . \ 2
Ug = 29° (74\'/2 N yﬁ%). (29.34)
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Beim Umlaufen in einem Synchrotron vom Radius r ist die Beschleunigung v = v2/r senkrecht zur Bewe-
gungsrichtung. Daraus folgt

. 2 2
Us = 30%c8%y*/r* = 3q%c(” - 1)/r® (29.35)
Pro Umlauf ist die abgestrahlte Energie
. 4
AUg = —Zzl"us = ?ﬂqzﬂsy“/r. (29.36)

Bei Desy ergibt sich fiir ein umlaufendes Elektron der Energie E =7.5 GeV und mec? =0.5 MeV ein Wert
vy = E/(mec?) = 15000. Fiir r = 32 m folgt dann AU = 9.5 MeV. Bei Petra hat man mit E = 19GeV ein
v = 38000 und mit r = 367m eine Energieabstrahlung von AU = 34MeV pro Umlauf.

Aufgabe Hera bei Desy hat r = 1008m und arbeitet mit Elektronen von E, = 30GeV und Protonen von
Ep = 820GeV. Man berechne deren Energieabstrahlung pro Umlauf.
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