A Appendix: Formulae

A.a Γ-function

The Γ-function is defined by Γ(n + 1) = n! =

∫_∞ 0 dx x^ne^{−x} (A.1)

One shows by partial integration

Γ(n + 1) = nΓ(n), n! = n(n − 1)! (A.2)

Special values are

Γ(1) = 0! = 1, Γ(n) = (n − 1)! = 1 · 2 · 3...(n − 1) (A.3)

(−1/2)! = Γ(1/2) = √ π, Γ(n + 1 2 ) = √ π 1 · 3 · 5...(2n − 1)

2^n

. (A.4)

For large argument one obtains the Stirling-formula

n! = Γ(n + 1) = √ 2πn ( n e )_n

. (A.5)

A.b Bose- and fermi-integrals with ζ-function

A number of integrals for bosons and fermions can be expressed in terms of the Riemannian ζ-function. It is defined by

ζ(p) = ∞∑ n=1 1 n^p

= 1 + 1 2^p + 1 3^p + 1 4^p

+ ... (A.6)

In calculations for bosons one finds ∫_∞ 0 dx x^p e^x − 1 = ∫_∞ 0 dx x^pe^{−x} 1 − e^{−x} = ∞∑ n=1 ∫_∞ 0 dxx^pe^{−nx} = ∞∑ n=1 1 n^{p+1}

∫_∞ 0 dyy^pe^{−y} = Γ(p + 1)ζ(p + 1),

(A.7) where y = nx has been substituted. Similarly one finds − ∫_∞ 0 dxx^p ln(1 − e^{−x}) = Γ(p + 1)ζ(p + 2). (A.8)

For fermions one has similar integrals. By means of 1 e^x + 1 = 1 e^x − 1 − 2 e^{2x} − 1

(A.9)

one obtains ∫_∞ 0 dx x^p e^x + 1

= (1 − 2^{−p})

∫_∞ 0 dx x^p e^x − 1

= (1 − 2^{−p})Γ(p + 1)ζ(p + 1) (A.10)

and from ln(1 + e^{−x}) = ln(1 − e^{−2x}) − ln(1 − e^{−x}) (A.11) one obtains

∫_∞ 0 dxx^p ln(1 + e^{−x}) = (2^{−p−1} − 1)

∫_∞ 0 dxx^p ln(1 − e^{−x}) = (1 − 2^{−p−1})Γ(p + 1)ζ(p + 2). (A.12)

Special values are

ζ(3/2) = 2.612, ζ(2) = π^2/6 = 1.645, ζ(5/2) = 1.341, ζ(3) = 1.202, ζ(7/2) = 1.127, ζ(4) = π^4/90 = 1.0823. (A.13)

Contents Statistical Mechanics

0 Introduction 3

A Basic Concepts in Statistics 4

1 Description of quantummechanical ensembles 4 1.a Statistical operator or density matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 1.b Reduced density matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 1.c von Neumann equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2 Ensembles of Classical Mechanics 7 2.a Distribution function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 2.b Liouville equation and Liouville theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

3 Probabilities, Correlations and Variances 9 3.a Probability and variance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 3.b Correlations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 3.c Fluctuations in the thermodynamic limit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 3.d Example: Magnetic Moments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

B Equilibrium Ensembles 13

4 Microcanonical ensemble (classical) 13 4.a Description of the ensemble . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 4.b Monatomic ideal gas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

5 Maxwell distribution and the equation of state of the ideal classical monatomic gas 15 5.a Maxwell-distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 5.b Equation of state . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

6 Microcanonical ensemble (quantummechanical) 17 6.a Ensemble . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 6.b Example: Free atom in a cuboid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

7 Comparison between quantum mechanical and classical behavior 19 7.a Normalization of Phase-space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 7.b Undistinguishability of particles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 7.c Application to the ideal gas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

8 Systems in heat (thermal) contact 21

9 Entropy as additive and extensive quantity 23 9.a Additivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 9.b Entropy as extensive quantity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 9.c Derivative of the entropy with respect to the energy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

10 Canonical ensemble 25 10.a Canonical ensemble quantum mechanical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 10.b Classical case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 10.c Barometric pressure equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

11 Equipartition theorem and virial theorem 27 11.a Equipartition theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 11.b Virial theorem classical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 11.c Virial theorem quantum mechanical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

12 Systems with exchange of particles: Grandcanonical Ensemble 30

13 Pressure and enthalpy 32

14 First law of thermodynamics: Energy conservation 33 14.a Energy Balance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 14.b Enthalpy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

15 Partition functions and Potentials 35 15.a Canonical partition function and free energy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 15.b Canonical partition function and free enthalpy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 15.c Grandcanonical partition function and grandcanonical potential . . . . . . . . . . . . . . 36 15.d Summary of the Potentials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

C Ideal Quantum Gases 39

16 Ideal Monatomic Quantum Gas 39 16.a Grandcanonical Potential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 16.b Particle Number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 16.c Entropy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 16.d Energy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

17 Dilute Ideal Gas: Classical Limit 42

18 Blackbody Radiation 43

19 Phonons in a Solid 45 19.a High Temperatures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 19.b Low Temperatures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 19.c Debye-Approximation for intermediate temperatures (acoustic vibrations) . . . . . . . . 46 19.d Optical Vibrations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

20 Bose Einstein Condensation 48

21 Diatomic Gases 50 21.a Rotations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 21.b Vibrations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

22 Metal Electrons 53

D Thermodynamics and entropy 55

23 Thermodynamic averages 55 23.a Generalized grandcanonical ensembles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 23.b Entropy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

24 Second derivatives of thermodynamic potentials and fluctuations 58 24.a The Derivatives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 24.b Special second derivatives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

25 Thermodynamic Relations 60 25.a from the potentials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 25.b from the conditions of integrability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 25.c Functional (Jacobi-) determinant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 25.d Homogeneity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

26 Positivity of Entropy: Third Law of Thermodynamics 62 26.a Positivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 26.b Third Law of Thermodynamics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

27 Extremal Properties of the Entropy 63 27.a An Inequality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 27.b Microcanonical Ensemble . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 27.c Generalized (grand)canonical Ensemble . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 27.d Information entropy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

28 Second Law of Thermodynamics 66 28.a Constance of information entropy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 28.b Reversible and irreversible expansion of an ideal classical gas . . . . . . . . . . . . . . . 66 28.c Thermodynamical entropy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 28.d Boltzmann-equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

29 Carnot Cycle 70 29.a Various Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 29.a.α Heat engines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 29.a.β Heat Pump . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 29.a.γ Refrigerator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 29.b Exergy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

E Interacting Systems 73

30 Virial Expansion 73 30.a Grand canonical potential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 30.b Equation of state . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

31 Phase Equilibria 75 31.a One component . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 31.b Several components . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

32 Dilute Solutions 77 32.a Osmotic pressure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 32.b Equilibrium shift . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 32.c Saturation concentration and the heat of dilution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

33 Chemical Equilibrium 80 33.a Equilibrium Condition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 33.b Dilute (ideal) gases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 33.c Dilute solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

34 Van der Waals Equation 82 34.a Derivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82 34.b Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

35 Weiss Molecular Field Approximation 85 35.a Weiss Approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 35.b Ising Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 35.c Infinitely long-ranged interaction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 35.d Critical Behavior . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

36 Landau Theory of Phase Transitions 88 36.a Landau Theory for critical phenomena . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 36.b Range of validity of the Landau theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89 36.c Power laws and critical exponents . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

A Appendix: Formulae 92 A.a Γ-function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 A.b Bose- and fermi-integrals with ζ-function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92