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1 Einleitung

1.1 Historisches

Pfadintegrale sind Funktionalintegrale.

Diese wurden 1919 von P.J. Daniell entwickelt und von Norbert Wiener 1921 dazu ver-
wendet die Brown’sche Bewegung mathematisch zu beschreiben. Paul Dirac wandte 1934
erstmals Pfadintegrale auf die Quantenmechanik an.

Aus den Arbeiten Diracs entwickelte Richard P. Feynman 1948 die Pfadintegralformulie-
rung der Quantenmechanik.

Jedoch stief diese Formulierung zunéchst auf wenig Resonanz.

Grund hierfiir ist wohl, dass das Pfadintegral “nur“ eine andere Herangehensweise an die
Quantenmechanik lieferte, jedoch keine neuen Erkenntnisse hervorrief und der inzwischen
gebriuchliche Formalismus des Schrédinger- bzw. Heisenbergbildes fiir die damaligen Fra-
gestellungen vollkommen ausreichend war.

Die Notwendigkeit des Pfadintegralformalismus ergab sich erst durch das Aufkommen der
Quantenfeldtheorie.



1979 schaffte es der deutsche Physiker Hagen Kleinert, damals Post-Doc bei Feynman,
erstmals das Pfadintegral fiir das Wasserstoffatom zu 16sen.

1.2 Wozu Pfadintegrale?

Wie in vorherigem Abschnitt bereits erwdhnt, liefert die Pfadintegralformulierung der
Quantenmechanik keine neuen physikalischen Erkenntnisse und beschreibt sie lediglich
aus einer anderen Perspektive. Die Frage, die sich also stellt ist, warum bzw. ob es sich
trotzdem lohnt diesen Formalismus zu betrachten.

Viele Probleme der Quantenmechanik lassen sich im Schrodinger- bzw. Heisenbergbild
ohne grofle Probleme analytisch 16sen. Bei den Problemen die dies nicht mehr zulassen
gibt es den Formalismus der Stérungstheorie. Hier wird jedoch vorausgesetzt, dass es sich
nur um eine kleine Stérung handelt.

Durch das Pfadintegral kann in Féllen, in denen die Stérung grof ist durch numerisches
Auswerten des Integrals auch hier eine Losung gefunden werden.

Solche Probleme liegen jedoch meist nicht mehr im Bereich der Quantenmechanik sondern
erfordern Quantenfeldtheorie.

Eine strikte Notwendigkeit des Pfadintegralformalismus fiir die Quantenmechanik besteht
daher nicht. Interessant ist er trotzdem, da er wie wir sehen werden sehr viel anschaulicher
ist als der Formalismus {iber nichtkommutierende Operatoren.

2 Motivation des Pfadintegrals

2.1 Motivation am Doppelspalt

Im Folgenden werden wir das Pfadintegral zunéchst anschaulich motivieren.

Als Grundlage hierfiir dient uns dabei der Doppelspaltversuch:

Nach der klassischen Erwartung wiirde man dort die Wahrscheinlichkeiten, dass das Teil-
chen am Ort = detektiert wird messen, falls nur Spalte 1 (P;) bzw. 2 (P,) geoffnet sind um
durch Aufsummieren dieser, die Wahrscheinlichkeiten, falls beide Spalten geéffnet sind zu
erhalten.

Die Wahrscheinlichkeit P das Teilchen am Orte z zu detektieren wenn beide Spalte geoff-
net sind erhélt man demnach aus der Summe der beiden Wahrscheinlichkeiten:

P=P+PF

Misst man durch welchen Spalt das Teilchen gegangen ist so erhélt man diese Wahr-
scheinlichkeitsverteilung. Man nennt diese Art der Aufsummierung ausschlieffende Aus-
wahlmdglichkeiten (engl. exclusive alternatives).

Sind jedoch beide Spalten geéffnet und wird nicht gemessen durch welchen Spalt das Teil-
chen geht so entsteht ein Interferenzmuster. Die Wahrscheinlichkeit P ist hierbei durch
das Betragsquadrat der sogenannten Wahrscheinlichkeitsamplitude ¢ gegeben. Damit ist
eine komplexe Zahl gemeint, welche sich bekanntlich als ¢ = |¢|e’“ mit einer Phase C
schreiben lésst. ¢ setzt sich zusammen aus der Wahrscheinlichkeitsamplitude ¢, fir Spalt
1 und ¢9 fir Spalt 2:

¢ =¢1+ P2
P = ¢]* = [¢1 + ¢2|?



Diese Art der der Aufsummierung nennt man interferierende Auswahlmdaglichkeiten (engl.
interfering alternatives).

Hieraus ekennen wir, dass falls keine Messung vorgenommen wird, die Wahrscheinlich-
keitsamplitude ein Teilchen am Orte x zu messen sich aus der Summe der Amplituden der
einzelnen Spalten errechnen lassen.

Fithren wir nun N weitere Wande ein und durchsetzen diese ebenfalls mit Spalten so wird
die Amplitude durch aufsummieren der dortigen Einzelamplituden erhalten.

Lassen wir dann N — oo und durchsetzen diese Wande mit so vielen Spalten, dass von der
Wand nichts mehr iibrig bleibt erhalten wir also durch Aufsummieren bzw. Aufintegrieren
aller dieser Amplituden die Gesamtamplitude.

Die einzelnen Amplituden sind demnach proportional zu den klassischen Pfaden, welche
das Teilchen wéhlen kann. Wir summieren bzw. integrieren also iiber alle moglichen Pfade
und erhalten somit die Ubergangsamplitude.

Dies ist was man mit dem Pfadintegral ausrechnen mochte.

2.2 Das Pfadintegral - anschaulich

In der Quantenmechanik tragen beim Ubergang eines Teilchens von Punkt A zur Zeit 4
nach Punkt B zur Zeit tg alle moglichen Pfade bei, wihrend im Gegensatz dazu in der
klassischen Mechanik nur der Pfad mit der geringsten Wirkung von Bedeutung ist.

Jeder Pfad wird hierbei mit einer spezifischen Phase gewichtet, sodass die Pfade sowohl
konstruktiv als auch destruktiv interferieren kénnen.

Das Pfadintegral, welches wir erhalten wollen soll uns die Ubergangsamplitude Z(B, A)
fir ein Teilchen von (A,t4) nach (B,tp) liefern.

In der uns geldufigen Formulierung der Quantenmechanik ist diese gegeben durch

exp (—;ﬁ(t - t0)> ’A> (1)

In der Pfadintegralformulierung errechnet sich die Ubergangsamplitude durch Aufsum-
mieren der Amplituden jedes einzelnen Pfades

Z(B,A) = <B

Z(B,A) = oa(t) = [ Da(t)exp (5[ (b) (2)
allezP;ade / p(h )

é(z,t) : = const exp (;S[ﬂt)]) (3)

mit der Wirkung S[z(t)] der einzelnen Pfade.

Dies ist das Pfadintegral, welches wir spéter auch noch mathematisch herleiten wollen.
Um uns mehr darunter vorstellen zu kénnen betrachten wir die einzelnen Terme des Inte-
grals. Der Exponentialterm beschreibt die Phase der Amplitude des jeweiligen Pfades.
Die unterschiedlichen Phasen der Pfade kommen durch deren unterschiedliche Wirkung
zustande.

Bei [ Dx(t) handelt es sich um ein Funktionalintegral, also iiberabzihlbar viele Integra-
tionen. z(t) bezeichnet dabei den jeweiligen Pfad.

Um dies zu veranschaulichen betrachten wir zuerst den diskreten Fall und gehen dann
durch einen Limes ins Kontinuum tber: Wir teilen den Pfad z(t) in N + 1 Zeitinter-
valle mit Abstand At = e auf und ordnen jedem Zeitpunkt ¢; einen Ort x(¢;) (wobei
i €{0,...,N}) zu (Time-Slicing):



ta=1ty<t1 <..<tn1<In<iny1=T1B (4)

Wir erhalten einen diskreten (“Zick-Zack“-)Pfad. Um alle solche Pfade aufzusummieren
miissen wir iiber die einzelnen z(t;) integrieren.

Janr Jareei ot o

Nun koénnen wir durch € — 0 bzw. N — oo den kontinuierlichen Fall erhalten:

lim
N—oo

/N
(H Ndx(tn)> _ / Da(t) (7)
oo n=1
wobei A ein von ¢ abhingiger Normierungsfaktor ist, der eingefiihrt wird, da sonst der
Limes nicht existiert. Er ist aber sonst nicht von wesentlicher Bedeutung.

2.3 Klassischer Grenzfall

Die anschauliche Interpretation des Pfadintegrals sagt aus, dass jeder Pfad den ein Teil-
chen von A nach B nehmen kann beitragt und mit einer Phase gewichtet wird.

Dies wiirde bedeuten, dass wenn ein Teilchen an den Punkten A und B in einem Labor
irgendwo auf der Erde gemessen wiirde auch abwegige Pfade, wie z.B. dass das Teilchen
die Erde verldsst einmal den Mond umkreist und danach erst bei B eintrifft, zur Uber-
gangsamplitude beitragen.

Man sollte jedoch beachten, dass in der Phase die Wirkung S mit & gewichtet wird. D.h.
da & klein ist oszilliert die Exponentialfunktion fiir im Verhélnis zu & grofie S sehr schnell.
Bei groflen S treten somit alle Phasen gleichermaflen auf und interferieren daher destruktiv
miteinander, sodass abwegige Pfade wie der oben beschriebene keinen effektiven Beitrag
leisten. Dort wo die Wirkung extremal wird, dndert sich bei einem leicht anderen Pfad S
kaum und daher interferieren diese Pfade konstruktiv.

Somit tragen letztendlich nur die Pfade zur Wahrscheinlichkeitsamplitude bei, welche von
dem Pfad der geringsten Wirkung kaum abweichen. _
Im klassischen Grenzfall A — 0 ist es nun so, dass der Phasenterm end
oszilliert, da A im Nenner steht.

D.h. Alle Beitrige interferieren destruktiv, es sei denn S wird extremal:

enorm schnell

55
sot) Y ®)

Dies ist gerade das Prinzip der geringsten Wirkung, welches wir aus der klassischen Me-
chanik kennen.



3 Herleitung des Pfadintegrals

Im folgenden werden wir das Pfadintegral mathematisch, ausgehend von der bekannten
Form der Ubergangsamplitude Z(B, A) herleiten.

Z(B,A) = <B exp (—;H’(t — to)) ’A> (9)

Dafiur werden wir der Einfachheit halber annehmen, dass [V (z),p] = 0 gilt, man kann
aber auch ohne diese Annahme das Pfadintegral herleiten.

Zunéchst, um einzelne Amplituden zu erhalten, teilen wir das Zeitintervall [ty, ] wie schon
zuvor, in Intervalle der Grofie e auf (Time-Slicing)

L t—t
e=At= N (10)

Wir erhalten

(om0 0) ) s

Im weiteren setzen wir zwischen jede Exponentialfunktion die Vollstdndigekeitsrelation

exp <—;f15> exp <—;f15) ... €Xp (—;ﬁk) ’A>

(11)

1- /dx 12) (z] (12)

ein und erhalten

N-1
Z(B,A) = jHl/da:j <B

exp <—;f15) IN — 1> <x1

Fiir die einzelnen Ubergangsamplituden erhalten wir also

i i p? ’
exp —ﬁHe Tj )= Tit1 | OXP | =55~ | X _ﬁv(mj)g

Um eine Integralform zu bekommen setzen wir erneut die Vollstdndigkeitsrelation ein,
diesmal in der Form

1= [ apln) o (15)

exp <—;ﬁg> ‘ A> (13)

Z(xj11,25) = <=Tj+1
(14)

Somit erhalten wir



o (32 |) 2 (16
= e (-2vi)e) [dven (~£ L) taroalp) o] ) a7

i dp i p? i
= exp <—hV($j)€> /27‘(71 exp <_h2mE — ﬁp(l'j-kl - $])> (18)

wobeil im letzten Schritt

exp(jp;)

<p’$j>: \/ﬁ

verwendet wurde.

Bei dem Integral handelt es sich um ein komplexes Gauf-Integral, das fast analog zum
reellen Fall ausgewertet werden kann. (s. Abschnitt 4)

Wir erhalten

Z(wji1,55) = (273”;)/ exp [h (;m (*‘“’”) - vw)] (20)

Wir finden hieraus den Ausdruck fiir den Normierungsfaktor A/

im \ /2
N = (277?15) (21)

Um wieder die gesamte Ubergangsamplitude zu erhalten miissen wir die einzelnen Ampli-
tuden N mal mit sich selbst multiplizieren und erhalten

(s (- 30-10) |4 = ()™ (10 f o

i (1 x 20\
n+1l = +4n
exp [h Z € <2m (6) - V(a:n)>]
n=0
Im Limes N — oo bzw. € — 0 gilt unter Anwendung der Definition der Ableitung und des
Riemann-Integrals flir den Exponenten der Exponentialfunktion

ngnooéNz_::a <;m (W)Z - V(xn)> _ ;/t: dt (”‘29”2 _ V(x)) _ %S[m(t)} (23)

In diesem Limes erhalten wir daher insgesamt

(5

Damit haben wir das Pfadintegral hergeleitet.

(19)

(22)

exp <—;ﬁ(t _ to)) 'A> _ /m(t) exp (;S[Mt}]) _ 7(B, A) (24)



3.1 Mathematische Wohldefiniertheit

Die Frage die sich nun zuerst stellt, ist ob dieses Integral iiberhaupt existiert, d.h. wohl-
definiert, ist.

In der Tat ist es so, dass die Existenz, insbesondere das Konvergenzverhalten, des Pfad-
integrals mathematisch noch nicht eindeutig bewiesen werden konnte.

Unser Normierungsfaktor A divergiert offensichtlich im Limes e — 0, was bei physikali-
schen Problemen irrelevant ist, da nach Ausfithrung des Integrals sich das ¢ kiirzt.

Dieses Problem ist immer noch Gegenstand aktueller Forschung in der Mathematik.
Der geldufigste Losungsansatz ist die imaginérzeitige Formulierung mit dem Wiener-Ma#f.

4 Anwendungsbeispiel: Freies Teilchen

Im folgenden mochten wir am Beispiel des freien Teilchens diesen Formalismus weiter ver-
anschaulichen.

Die Lagrangefunktion fiir das freie Teilchen ist bekanntlich: L = % Somit hat das Pfad-
integral die Form:

orihie ~N/2
mha) (25)

. N

im 9

— i — Ti dxy...dzy—

ghe ot 1)] oy (0

Dies sind jeweils komplexe GauBintegrale. Mit etwas Funktionentheorie kann man herlei-
ten, dass diese folgende dem reellen Fall 4hnelnde Losung besitzen:

/ exp(iaz? + ifx)dr = \/fexp <—i4i2> (26)

—00

Diese Argumentation ist jedoch nur giiltig wenn Re(icr) > 0, was hier nicht erfillt ist.
Man kann dies aber trotzdem rechtfertigen indem man zu imaginérer Zeit iibergeht (Wick-
Rotation s. Abschnitt 5).

Wenn wir dies nun benutzen erhalten wir zunéchst:

o0

_ Zo <27:f€)3/2 exp [ (s — 1)” + (a1 — 20)?)] d o

Somit haben wir das erste Integral ausgewertet. Nun multiplizieren wir dieses Ergebnis
mit:

(27Tih€>_1/2 exp [i(xg _x2>2] (25)

m 2ihe



Das Ergebnis ist wie zu erwarten dem in Gleichung 27 sehr #hnlich nur wird (xs — x¢)? zu
(x3 — 20)? und aus 2¢ wird 3¢ sodass wir erhalten:

<W> o exp [21’7”’:7(135) (z3 — xo)ﬂ (29)

Hier erkennt man bereits das offensichtlich rekursive Verhalten des Integrals, sodass man
nach NV — l-maligem Ausfithren des Integrals erhilt:

<2MZN5)—1/2 exp [Qihznl\fa)(x]v — xo)z] (30)

Betrachtet man nun, dass gilt: Ne = tg—t4 sowie xy = zp und xg = x 4 so ist die Losung
des Pfadintegrals fiir das freie Teilchen gegeben durch:

k=i )

Diese Gleichung geht fiir fiir tg — t 4 in die Dirac’sche Delta-Distribution §(zp—x4) tiber.
Auflerdem sehen wir, dass ein zur Zeit t4 am Ort x4 lokalisiertes Teilchen fiir tg > t4
zerfliefit.

Beides bestétigt unsere Erwartungen aus der Quantenmechanik.

Auch wenn das freie Teilchen mit dem Pfadintegralformalismus analytisch l6sbar ist, ist
es dennoch mit weitaus mehr Rechenaufwand verbunden als im uns gewohnten Operator-
formalismus.

Weitere Probleme die sich durch das Pfadintegral 16sen lassen sind u.a. der Harmonische
Oszillator und das Wasserstoffatom, wobei dort der Rechenaufwand, insbesondere fiir das
Wasserstoffatom erheblich grofler ist.

Um einfache Probleme der Quantenmechanik moglichst schnell zu 16sen ist der Pfadinte-
gralformalismus also nicht geeignet.

5 Das Pfadintegral in Statistischer Physik und QFT

5.1 Statistische Physik

Quantenmechanik und Statistische Physik sind auf interessante Weise iiber Wick-Rotationen
miteinander verbunden.

Bei Wick-Rotationen handelt es sich um das Erlauben imaginérer Zeitwerte. Motiviert,
wird dies dadurch, dass wenn man ¢ komplexe Werte annehmen lésst die Minkowski-Metrik
der speziellen Relativitatstheorie und die euklidische Metrik dquivalent sind.

Ersetzt man nun den in der Statistischen Physik auftretenden Faktor 5 = 1/(kgT") durch
die imaginére Zeit it/hA so ist man von der Statistischen Physik in die Quantenmechanik
iibergegangen.

Desweiteren ist in der Statistischen Physik das Pfadintegral von Bedeutung. Hauptziel



jeglicher Probleme der Statistischen Physik ist es die Zustandssumme zu berechnen, da
sich aus dieser alle thermodynamischen Potentiale errechnen lassen.

Diese kann man auch iiber Pfadintegrale berechnen, was man sich anschaulich folgender-
maflen klar machen kann:

In einem Ensemble mit der Temperatur 7' werden aufgrund von thermischen Schwan-
kungen einige Zustédnde von der geringsten Energie (geringste Wirkung) abweichen und
je groBer die Differenz zur geringsten Energie desto geringer die Wahrscheinlichkeit der
Besetzung eines solchen Zustands. Somit hat jeder Energiezustand in einer gewissen Um-
gebung zur minimalen Energie eine Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir das Teilchen dort
zu finden.

Dies ist dquivalent zu einer gewichteten Summierung iiber alle Pfade, wie wir es vom Pfa-
dintegral her kennen.

Die Relation von Quantenmechanik und Statistischer Physik folgt hier also aus der Ahn-
lichkeit von thermischen Schankungen und quantenmechanischer Unschérfe.

5.2 Quantenfeldtheorie

Das Pfadintegral findet hauptséchlich in der Quantenfeldtheorie Anwendung.

Hierbei dienen sie zur Berechnung der sogenannten N-Punkt-Korrelationsfunktionen, wel-
che Erwartungswerte fiir bestimmte Ubergéinge darstellen.

Aus diesen lassen sich auch die Feynman-Regeln und Feynman-Diagramme herleiten.
Wie in Abschnitt 1.2 bereits angesprochen ist das Pfadintegral auch fir die Stérungstheo-
rie von grofler Wichtigkeit. Vor allem bekommt man die Stérungsrechnung bei kleinen
Storungen viel direkter, da

Z(B, A) o exp (;_L / dt V(x)) (32)

Somit kann man in der Stérungsrechnung einfach nach dem Exponentialterm des Poten-
tials entwickeln und erhilt die einzelnen Stérungsordnungen.

Die Bedeutung des Pfadintegralformalismuses in der Quantenfeldtheorie ist dermafien
grof}, dass die zuvor verwendeten Formalismen inzwischen weitestgehend obsolet sind.
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