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Im Jahre 1927 stellte Dirac die nach ihm benannte Dirac-Gleichung als re-
lativistische Erweiterung der Schrodinger-Gleichung von 1926 auf. Sie liefert
die theoretische Begriindung fiir den Spin und g-Faktor des Elektrons und
sagt die Existenz von Antiteilchen voraus. Wir werden im folgenden aus der
gekoppelten Dirac-Gleichung die Pauli-Gleichung sowie die Feinstruktur des
H-Atoms herleiten und auf aktuelle Forschungsthemen eingehen.
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1 Einleitung
1.1 Geschichte

Bereits bei der Aufstellung seiner nichtrelativistischen Gleichung 1926 war SCHRODINGER
bewusst, dass fiir den relativistischen Fall eines neuen Ansatzes bediirfen wiirde. Den
ersten Versuch in diese Richtung machte er selbst noch im selben Jahr mit der ,, KLEIN-
GORDON-Gleichung®, die allerdings keine korrekte Beschreibung fiir Elektronen lieferte,
dem Hauptanliegen zur damaligen Zeit. Damit konnte das Ergebnis des Experiments von
STERN und GERLACH aus dem Jahre 1922 weiterhin nur durch die heuristisch motivierte
PAuLI-Gleichung erklart werden.

1.2 Wiederholung: Freie Dirac-Gleichung

DIrRAC fand 1927 mit der nach ihm benannten Gleichung (Gleichung 1) schliefilich eine
kovariante Version der SCHRODINGER-Gleichung, fiir deren Lésung vierkomponentige
Wellenfunktionen, sog. ,,Bispinoren“ nétig waren, wobei die Operatoren vierdimensionale
Matrizen sind.
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Die Losungen der freien Dirac-Gleichung haben dabei die Form von ebenen Wellen,
wobei positive und negative Energien auftreten kénnen.
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1.3 Auswirkungen der Dirac-Theorie

Diracs Theorie bringt mehrere wichtige Implikationen mit sich. Zum einen gab sie eine
theoretische Erkléarung fiir den Spin und den anomalen g-Faktor des Elektrons. Aufer-
dem lésst sich aus ihr die Feinstruktur des Wasserstoffatoms herleiten. Das zunéchst
riatselhafte Auftreten der negativen Energien war ein erster Hinweis auf die Existenz von
Antiteilchen, was Dirac zunéchst mit dem Modell des DIRAC-See zu erkléren versuchte.

2 Kopplung an das Elektromagnetische Feld

2.1 Minimale Kopplung

Die Kopplung an das elektromagnetische Feld kann mit der sogenannten ,minimalen
Kopplung®“ erreicht werden, indem im Dirac-Hamilton-Operator Hp von Gleichung 1
der kanonische Impuls p durch den kinetischen Impuls 7 ersetzt wird und der Term fiir
das elektrische Potential addiert wird. A bezeichnet dabei das Vektorpotential.

thoyV = |ca <]7— Z/T> +B/mc* 4+ eg| ¥ (6)

Analog zur Betrachtung von freien Teilchen kénnen wir die gekoppelte Dirac-Gleichung
in Vierernotation darstellen unter Verwendung des Viererimpulses p, und des Viererpo-
tentials A,,, dessen nullte Komponente das elektrische Potential darstellt Ay = ¢:

0= [—'y“ <ih@u — SA,J + mc] v (7)

2.2 Eichinvarianz

Aufgrund der Eichsymmetrie der MAXWELL-Gleichungen (siehe Gleichung 8) fordert
man von der Dirac-Gleichung die Invarianz aller physikalischen Observablen unter Eichtrans-
formationen mit einer beliebigen Skalaren Funktion des Ortes x:

Al AP — iy (8)

Man kann leicht nachrechnen, dass die Invarianz aller Observablen durch eine lokale
Eichtransformation der folgenden Form immer gewéhrleistet werden kann:

U 0 = U@ mit Afz) = —x(z) 9)



2.3 Kontinuitatsgleichung & Positivdefinitheit

Neben der Eichinvarianz fordern wir die Positivdefinitheit der Wahrscheinlichkeitsdichte
sowie das Gelten eines Massenerhaltungsgesetzes in Form einer Kontinuitétsgleichung.
Indem man einmal ¥ von links an Gleichung 6 multipliziert und einmal die zu Gleichung
6 adjungierte Relation mit ¥ von rechts multipliziert erhélt man zwei Gleichungen.
Deren Substraktion voneinander liefert, zusammen mit den Identifikationen p = U+W¥
und j = cUtav, die Kontinuititsgleichung:

Oup(r) + Vi(z) =0 (10)

Aufgrund der Identifikation mit der aus der nichtrelativistischen Quantenmechanik be-
kannten Wahrscheinlichkeitsdichte p, als das vom Skalarprodukt induzierte Normquadrat
ist automatisch die Positivdefinitheit der Dichte gewéhrleistet.

3 Nichtrelativistischer Grenzfall

Wir sind nun an den Losungen zu positiven Energien im nichtrelativistischen Grenz-
fall interessiert. Da in diesem Fall nach Gleichung 4 die unteren beiden Eintrédge der
Wellenfunktion (der sog. ,kleinen Komponente®) um einen Faktor ¢ unterdriickt sind,
wollen wir den Bispinor auftrennen. Auflerdem machen wir einen Ansatz zur Abtren-
nung der Zeitentwicklung der Ruhemasse mc?, im Vergleich derer die Zeitentwicklung

der ungestrichenen Komponenten ¢ und x als konstant angesehen werden kann:
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Einsetzen des Ansatzes in Gleichung 6 liefert das folgende Gleichungssystem:
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3.1 Pauli-Gleichung (1/c-Ndherung)

Wenn wir nun in Gleichung 13 nur Terme bis zur Ordnung % beachten, verschwindet die
linke Seite sowie der Potentialterm auf der rechten Seite. Durch Umstellen der zweiten
Zeile auf y und anschlieBendem Einsetzen in die erste Zeile, erhalten wir eine geschlossene
Gleichung fiir die ,,groffle Komponente® ¢:

ihOyp = [%(6 - 7T)? + eqb] © (14)

Unter Verwendung der Relation (67)% = 72 — %65, welche aus der Relation fiir Pauli-

Matrizen oio? = §;; + i€’*a" folgt, ergibt sich die Pauli-Gleichung:
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3.2 Landé-Faktor

Fiir ein homogenes B-Feld nimmt die Pauli-Gleichung folgende Gestalt an:

ihdyp = ﬁ—i(i+2§)§+ C Ry es (16)
b= 2m  2mc 2mc? v

Uber Koeffizientenvergleich und aufgrund der linearen Addition der magnetischen Mo-
mente sieht man leicht, dass g, = 2 gilt.

e S
H g 2m. h (17)

3.3 Korrekturterme des H-Atoms (rel., S.-B., Darwin)

Wir wollen nun in Gleichung 13 alle Terme, also bis zur Ordnung c% beriicksichtigen.
Da wir im Atom an gebundenen Zusténden interessiert sind, ersetzen wir analog zur
stationédren Schrodinger-Gleichung den Energieoperator ¢h9; durch den Energieeigenwert
€. Analog zum Vorgehen vorher finden wir fiir die kleine Komponente:
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Zusammen mit der Relation fiir Pauli-Matrizen (7 - @) (6-b) = (@-b)1+i(d x b) - ergibt
sich abermals eine geschlossene Gleichung fiir die grofie Komponente ¢:
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e wird auf der rechten Seite durch Iteration von Gleichung 19 eliminiert und die oben
genannte Relation fiir Pauli-Matrizen in Verbindung mit £ = —V ¢ erneut angewandt.
Damit folgt:
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Da der Term V3 nicht hermitesch ist, ersetzen wir ihn durch seinen hermiteschen Anteil:
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Damit konnen wir schliefllich den Hamilton-Operator H fiir das Wasserstoffatom iden-
tifizieren, der die vollstdndige Feinstruktur enthélt:
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4 Aktuelle Forschung
4.1 Lamb-Shift

In Abschnitt 3.3 haben wir die Feinstruktur des Wasserstoffatoms aus der Dirac-Theorie
hergeleitet. Thr zufolge sind Energieniveaus zu gleichem totalen Drehimpuls .J entartet.
Tatséichlich ist aber beispielsweise die Entartung des 25 1- und QP% -Niveau aufgehoben
(sieche Abbildung 2). Nach der Quantenelektrodynamik (QED) sind die Hauptbeitriage
Vakuumpolarisation (VP) und die Selbstenergie (SE). Wahrend bei elektronischem Was-
serstoff die Selbstenergie den Hauptbeitrag zum L AMB-Shift beitréigt, ist es beim myoni-
schen die Vakuumpolarisation, vor allem aufgrund des um < reduzierten BOHR-Radius.
AuBerdem ist der Beitrag der endlichen Kernausdehnung bei myonischem Wasserstoff
mit etwa 2% um zwei Grolenordnungen grofler als bei elektronischem Wasserstoff.
Damit ist die Untersuchung des Lamb-Shifts bei myonischem Wasserstoft als Test der
Quantenelektrodynamik von Interesse und ermoglicht auflerdem die Bestimmung des
Protonradius mit einer hoheren Genauigkeit.
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Abbildung 1: myonischer und elektronischer Wasserstoff; schematisch [1]

4.2 Laserspektroskopie: Bestimmung des Protonradius

Laut QED errechnet sich die Energiedifferenz zwischen 2511 und 2P¥=2 in Abhéngigkeit
2 2
des Protonradius 7, nach:
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Abbildung 2: Gemessener Ubergang [2]
AE = (209,9779(49) — 5,2262r2 + 0,0347r2)meV (23)

Man kann diesen Ubergang (siche Abb. 2) experimentell vermessen. Dazu bestrahlt man
ein Wasserstoff-Target mit Myonen um myonischen Wasserstoff zu produzieren, welcher
anschlieBend mit einem verstimmbaren Laser um die Ubergangsfrequenz angeregt wird
(sieche Abb. 3). Dabei kann man eine Resonanzkurve aufnehmen (siche Abb. 4), aus der
sich die Ubergangsfrequenz und daraus der Protonradius mit kleinem Fehler bestim-
men ldsst (siehe Abb. 5). Der so zunéchst 2010 und 2013 erneut bestimmte Wert fiir
den Protonradius weicht mit 6.70 signifikant von allen vorhergehenden Messungen mit
elektronischem Wasserstoff ab, die als ,,CODATA-2010“ zusammengefasst sind. Darin
enthalten sind Ergebnisse aus Elektron-Proton-Streuexperimenten sowie der analog zur
hier vorgestellten Laserspektroskopie an elektronischem Wasserstoff.
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Abbildung 5: Vergleich der Ergebnisse fiir
den Protonradius [2]
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Abbildung 4: Resonanzkurve fiir myoni-
schen Wasserstoff [3]

Diese als ,,Protonradius-Puzzle® bezeichnete Diskrepanz ist bisher noch unverstanden.
Mogliche Erklarungen kénnten unerwartet hohe Beitrage zum Lamb-Shift nicht beriicksichtigter



QED-Terme sein, wobei auch denkbar ist, dass der Protonradius in myonischem Was-
serstoff tatsichlich vom elektronischen Wert abweicht.

5 Zusammenfassung

Die Dirac-Gleichung erweist sich als leistungsfihiges Mittel um unter anderem die Pauli-
Gleichung, den g-Faktor des Elektrons und die Feinstrukturterme des Wasserstoffatoms
herzuleiten. Auflerdem war sie fiir die Entwicklung der theoretischen Physik zur da-
maligen Zeit von grofler Bedeutung, unter anderem durch das Auftreten von negativen
Energien. Dirac selbst versuchte dies zunédchst durch das Konzept des ,,Dirac-See,, zu
erkliaren, eine befriedigende Beschreibung lieferte spéter die Quantenelektrodynamik.
Aber wie am “Protonradius-Puzzle“ erkennbar, gibt es auch in der aktuellen Forschung
ungeklarte Fragen.
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