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Zusammenfassung

Die Dirac-Gleichung kann durch die minimale Kopplung in eich-
und lorentzinvarianter Weise ein elektromagnetisches Feld einbezie-
hen.

Hieraus ergibt sich im nicht-relativistischen Grenzfall die Pauli-Gleichung
und der g-Faktor von 2 fiir Spin-%-Teilchen ohne Substruktur, was bis
auf quantenelektrodynamische Abweichungen auch gemessen wird.
Durch die exakte Losung im Coulomb-Potential erhélt man die Fein-
strukturniveaus, welche wasserstoffihnliche Atome um einiges besser
als das Bohr-Modell (bzw. die nicht-relativistischen Schréodingergleichung)
beschreibt und die /-Entartung erhélt.

Eine aktuelle Anwendung der Dirac-Gleichung ist, wie schon im letz-
ten Vortrag gezeigt, die Beschreibung von Dirac-Quasiteilchen in Gra-
phen. Mithilfe der minimalen Kopplung lassen sich die Landau-Niveaus
in einem konstanten Magnetfeld berechnen, welche proportional zu

VN mit N € Np und der Zyklotronfrequenz sind.



1 Einleitung

1.1 Freie Dirac-Gleichung

Im vorherigen Vortrag wurde die Dirac-Gleichung fiir freie Elektronen, ins-
besondere ohne elektromagnetisches Feld, behandelt. In Diracs Originalar-
beit 1] ist diese, mit negativem Vorzeichen, gegeben als

(E—a'p' — a’p® — a®p* —mB)p = 0: (1)
mit Elektronenmasse m, Energieoperator E = i%, Impulsoperatoren 5 =
—iV und vektorwertiger, 4-dimensionaler Wellenfunktion ), siche [9]. Sie
ist, im Gegensatz zur nicht-relativistischen Schrédinger-Gleichung und zur

Klein-Gordon-Gleichung, linear in den Ableitungen nach Zeit und Ort. Die
4 x 4-Matrizen aq, ag, az und [ sind dabei:

0001 00 0 —i
oo 10 o o0 i o0
“=1010 0 =10 —i 0 0
1000 i 0 0 0
0010 10 0 0
oo o1 5_0100
B=1100 0 “1o 0 =1 o0
0100 00 0 -1
wobei die Dirac-Darstellung verwendet wird.
Mit

0 __ T 1

v =8 7' = Pa
10 0 0 0 0 01
o o1 0 o . o o 10
T=100 -1 0 T=10 -10 0
00 0 —1 -1 0 00
0 00 —i 0 01 0
, o o0 o0 , o oo -1
T=1o0 io0 o0 TT1-1 00 o0
i 00 0 0 10 0




wird, mit der Feynman-Slash-Notation @ = v,0", aus Gl. [1| durch Multipli-
kation mit f:

(idd —m)yp =0 (2)
= (’YOE +7'p; — m)Y (3)

Durch Multiplizieren mit (i@ + mc) erhilt man die Klein-Gordon-Gleichung
fiir jede Komponente.

2 Minimale Kopplung

Wie in der nichtrelativistischen Quantenmechanik wird ein elektromagneti-
sches Feld durch die Ersetzungen

H — H+ qA (4)
p—p—qA (Kinetischer Impuls), (5)
also
Oy — 0, +iqA, (6)
mit Vierepotential A, = i einbezogen, siehe [7]. Hierdurch wird die

Dirac-Gleichung Al

(i) — gA —m)(z) =0 (7)
& (VE+9'p —y'qA, —m)p =0 (8)

2.1 Eichinvarianz

Neben der Herleitung aus der klassischen Elektrodynamik kann man auch
die Eichtransformation

Y(x) = e Dy(x), (9)

betrachten, welche Ausdriicke, die nur von v und ! enthalten, unversindert
lasst, allerdings ist dann

O, (e @p(2)) = @) (9, +ied,a(x))Y(x), (10)



was durch Einfithren einer , kovarianten Ableitung“ behoben werden kann,
0, — D, =0, +ieA,(z) (11)
welche durch die Eichtransformation A, — A, — 0,a(x) gewihrleistet, dass
Dyi(x) = €9 D, () (12)
(siehe 9], Kaptel 5.1).

Dies entspricht eben der ,Minimalen Kopplung* in GI. [§]

3 Nichtrelativistischer Grenzfall [9]

In der Dirac-Darstellung sind die y-Matrizen, durch die Pauli-Matrizen

01 0 —i 1 0

ausgedriickt:

0 __ ]12 0 i 0 0;
TV o -1, T e, 0]

Schreibt man das Viererpotential in Gl. [§| aus, erhédlt man

V(B — q@)y + 7' (p; — qA;) b = mip. (13)

Wenn man ¢ = (Zj) mit zweikomponentigen Bispinoren ¢ und yx schreibt,

wird hieraus

(B —q®)y° (i) + (B + qAi)y (i) —m <§> , (14)

wobei p; und A; in kovarianter Weise geschrieben sind, und durch die Pauli-
Matrizen ausgedriickt

(EA_ q®)p — > (P — qAi)oix —m ¥ (15)
—(E = q®)x + 22D + qAi)oip X))’



wobei hier die p; und die A; nicht mehr mit der Lorentzmetrik multipliziert
werden. Durch Auflésen der 2. Komponente nach y ergibt sich

- iﬁi_inO-i
X = 2ilb — 94 - (16)
m+ E —q®

In der nicht-relativistischen Néherung ist jetzt m + E— q® ~ 2m, also

—2_i(pi — qAi)o;
~ 24l 5 p. (17)

X

und deswegen x << ¢. ¢ wird ,,grofe” und y , kleine“ Komponente genannt,
wobei letztere dem Antiteilchenanteil (negativer Energie) entspricht, welcher
in der klassischen Néherung sehr klein ist. Setzt man dies jetzt in die 1.
Komponente von Gl. 15| ein, wird diese zu

G ((Xxmq&wo +ﬂg¢. -

2m

wirkt auch auf die Wellenfkt.

(Pi — qAi)oi(Pr — qAx) ok = 7% (/Zgi\]ak — q(PiAr + Aipr) + A Ar)
=i ticikion

= p? — 2qpA + ? A% i€ q(Pi Ar + Aipr) oy

— (F—qA)2 —q(V x A+ Ax V)G = (5 — qA)? — q(ﬁ x E)a

—
—B
wird Gl. 18 zur
3.1 Pauli-Gleichung
Do (1 oy q x
ZE = (%( qA) 2m0’B +q®)p (19)

Diese entspricht einer Schrodingergleichung fiir einen zweikomponentigen
Spinor mit Spinanteil am Hamiltonoperator. Vergleicht man
A qh L=

H,oen = —0B 20
g 2mCU ( )



mit
Hipogn = —fiBB, (21)
wobei i das magnetische Moment des Teilchens ist, welches in Analogie zu

einer sich im Kreis drebenden Punktladung mit Spin-Drehimpuls S anstatt
dem Bahndrehimpuls L gegeben ist durch

. q z qh
H g2mcS g4mca’ (22)

sieht man, dass

g=2 (23)

3.2 Messwerte fiir g
Messwerte fiir g von Elektron und Myon sind (CODATA 2014 [11]):

JBlektron = 2.00231930436182 + 5.2 - 10713
Giyon = 2.0023318418 + 1.3 - 1077

Die Vorhersage aus der Dirac-Gleichung ist also ziemlich gut. Die Ab-
weichungen von 2 kénnen (hauptséchlich) durch die Quantenelektrodynamik
erkldrt werden und sind Tests fiir diese. Wegen der gréfieren Masse von Myo-
nen ist die Abweichung hier grofer.



Grober Messaufbau der Messung fiir Myonen [3|

U -V line

Inflector

g-2 Ring

FIG. 3: Plan view of the pion/muon beamline. The pion decay channel is 80 m and the ring

diameter is 14.1 m.
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FIG. 8: The (g—2) storage ring layout. The 24 numbers represent the locations of the calorimeters
immediately downstream of the scalloped vacuum chamber subsections. Inside the vacuum are

four quadrupole sections (Q1-Q4), three kicker plates (K1-K3) and full-aperture (C) and half-

aperture (%C) collimators. The traceback chambers follow a truncated scalloped vacuum chamber

subsection.

Zunéchst werden Pionen z.B. durch einen von Protonen ausgelosten hadro-
nischen Schauer in Materie produziert und durch ein Magnetfeld abgelenkt.
Negative Pionen zerfallen in Myonen und Antimyonneutrinos (7~ — p~+7,),
wobei die Myonen in einen Ring geleitet werden, wo sie mithilfe von elektri-
schen Quadrupolfeldern und einem konstanten Magnetfeld gespeichert wer-
den. In diesem Magnetfeld prizessiert ihr Spin, was abhédngig vom g-Faktor
ist. Durch die schwache Wechselwirkung zerfallen die Myonen nach ca. 2.2 ps
in Elektronen und Neutrinos (4~ — e~ + 7, +v,,), wobei die Elektronen unter
der Paritatsverletzung der schwachen Wechselwirkung in Abhéngigkeit des
Spins zerfallen. Dies wird mithilfe von Kalorimetern gemessen, wodurch sich
der g-Faktor des Myons berechnen l&sst.

“13]



4 Exakte Losung im Zentralpotential [4]

Zum Dirac-Hamiltonoperator wird ein Zentralpotential V (r) addiert:

H=ap+ pm+V(r) (24)
aq

mit @ = | as |. Hier wird ein stationérer Zustand betrachtet, also wird die
a3

Dirac-Gleichung zur Eigenwertgleichung

Hy = Ey (25)

4.1 Operatoren mit Eigenwerten, Quantenzahlen

Der Bahndrehimpulsoperator

[=7x I (26)

kommutiert wegen [ﬁl, Tjﬁk} = —10;;px, nicht mit H:

[,L) = —id x p (27)
Ebenso nicht der Spinoperator

§=1s (28)

2

¥ = (‘6 (S) (29)
weil [ai,Ej] = 206,00

11,8 = ic  j. (30)

Aber §? = 31 und kommutiert damit mit H.
An GI. 27/ und GI. |30| sieht man, dass der Gesamtdrehimpulsoperator

~
—

J =

TR
>

+ (31)



mit H kommutiert. Auch kommutiert J? mit H und mit j aber die Kom-
ponenten von J kommutieren nicht miteinander, weswegen gleichzeitige Ei-

genvektoren j(7+ 1) von J2 und m; von einer Komponente von J genannt
JZ, gesucht werden.

Setzt man in eine Lorentztransformation eine Raumspiegelung ein und
wendet diese auf die Dirac-Gleichung an, ergibt sich ein relativistischer Pa-
ritdtsoperator

~ ~

P = pP, (32)

~
A

mit dem nicht-relativistischen Paritdtsoperator P,.. Wegen Pnrﬁi = —p; Py
und fa; = —a;f ist [P, H} =0.

Definiert man einen ,radialen Impulsoperator *

10 1,
pr==05"7 ;(7"19 — 1) (33)
und
1
/\T — _—»—»’ 34
Op = —OF (34)

0;0

0. 0 .
oziozj = <Ugj j) = 5ij]l4 + @eijkzk :

(@7)(@h) = awriap; (35)

— 7+ i%L = rp, + i(SL + 1) (36)

— G = @T(; + LS04 1)) = dypr +i—fPK (37)
T

K =BEL+1), (38)

welcher ebenfalls mit A kommutiert. Hierdurch wird der Hamiltonoperator

(GL ALl

N 1 N
H = é.p, +i-6,8K + Bm + V(1) (39)
T
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Betrachtet man

SO ist

Kzﬁ(ﬁ—ﬁ%ri]l), (40)

und weil K , J? und 411]1 Eigenwerte haben, haben auch jeweils die 1. und 2.

Komponente und die 3. und 4. Komponente Eigenwerte beziiglich L2. Die
Eigenwertgleichungen sind also

Hy = By
T =i+ 1, L =myup
I <¢A) _ (l(l + 1)"¢A>
()] Il +1)¢p
11

St = 55+ 1Y

K¢ = rp
pomse ba(51) == (%)

Aus der nicht-relativistischen Quantenmechanik ist bekannt, dass fiir die
beiden Spinoren ¥4 und g der Winkelanteil der Losung mit

X3 = <(1)> (4D
0
il (1) 42)

die gleichzeitigen Eigenfunktionen der zweikomponentigen Drehimpulsopera-
toren sind:

Kugelflichenfunktion
J,m . ‘ \
y[}% = Z \<l Sy mé”j mj> YE,ml (97 90> X%,ms (43)

-~
MM Clebsch-Gordan-Koeffizient

11



und damit
Ya o YT (Paritit (—1)) (44)
Yp oc VI (Paritiit (—1)") (45)

r 1
2

mit [,I' = j + % Wegen der unterschiedlichen Paritit beziiglich By, ist I/ =
[+ 1.

Wenn man die Eigenwerte von K = g(J% — L2 + 1) fiir ¢4 und ¥p
getrennt anschaut, sieht man, dass

. 1 Ji+1, j=1+1%
k=G +1) —l1+1)+- = / : (46)
4 _l7 J = )
1 -, j=U-1
—k=J0G+D)-UIl'+1)+-= ’ 2 47
GG+ =L+ D+ {r+Lj I
Deswegen sind 7, [ und I’ eindeutig durch x gegeben:
1
= k| — = 4
=kl =3 (48)
-1 >0
zz{“ o (49)
—K, k<0
>0
=" " (50)
—k+1, <0

und damit x € Z \ {0 }.
Mit den radialen Funktionen Pg,(r) und Qg .(r) sind die allgemeinen
Loésungen von der Form

1 PEﬁ(T)yZ’gj

! » 51
r \iQuntr)yi (51)

¢E,n,mj =

Der Faktor % kiirzt sich damit mit dem in p, = —12

~5,7, und das i vor Qg
macht die Differentialgleichungen fiir die Radialfunktionen reell. Diese erge-

ben sich, wenn man Gl. [51]in Gl. 24] einsetzt, zu

(44 ) Qea(r) = (B —m — V() Poulr) (52)
(%_gy@ww4E+m—wmwmm (53)

12



4.2 Coulomb-Potential
Jetzt wird ein Coulomb-Potential

Vir) = —% (54)

mit der Feinstrukturkonstanten a = % betrachtet. Mit der Definition p = vr

mit v =my/1 — i—i werden Gl. und Gl. 7u

d K m E Zo
<d_p + ;)QER(P) = (;(1 =)= 7) Pry(r) (55)
(dip —2) Pealp) = (1 + 2y 4 22 Qentr) (56)

Fiir grofle p gehen die %—Terme gegen 0, also
Qe = (1= D)oo (57
dipPE,H(p) ~ 21+ Q) (58)
— = 5)% i = (1= 2Py () (59)
— < Prnlp) = Pral) (60)
D

und genauso fiir Qg .

Das ist einfach eine Exponentialfunktion, und weil lim Pg ,(p) = 0, damit

p—00
die Losung normierbar ist:
Pg .(p) = are™” (61)
Qex(p) = aze™” (analog) (62)
mit
a m E 1+ £
S 1+ = — m. 63
as v (1+ m) 1-— % (63)
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4.2.1 Ansatz fiir die Radialfunktionen

Also kann man die Radialfunktionen schreiben als

Pralp) = N\[1+ e f(p) (69
Qralp) = ~Ny 1= Zerg(p) (65)
(66)

mit Funktionen f(p) und g(p) mit lim f(p) = lim g(p) = 1. Fiir diese kann
p—>00 p—>00

man eine Reihenentwicklung aufschreiben:

Fp)=p"> anp", co # 0 (67)
k=0

g(p) = p" Y dip, do # 0. (68)
k=0

Weil Pz, und Qg fiir p =Y proportional werden, werden dies auch f(p)
und ¢(p), und damit muss s = s’ sein.

4.2.2 Energieeigenwerte

Durch Einsetzen in Gl. [55] und GI. [56] erhiilt man gekoppelte Rekursionsbe-
dingungen fiir die ¢; und d;, fiir jede Potenz von p:

E & > - S
VAT SV S VS I VRNt STV R

m =0 k=0 k=0 k=0

m E E &

(=) = 21+ 03 e

E & < = S
NERECIES SVEE SUVES SRS S RL

k=0 k=0 k=0 k=0

m E E &
=—(p—(1+=V+Z7 1— = d.pr
(p—(1+ =)+ Za)y/ m’;kp

Fiir die 0. Potenz von p erhélt man s:

s = £VK? — Z%a2. (71)

14



Wenn aber Pg,.(0) = Qg.(0) = 0 sind, damit ¢ in GI. [51] nicht unendlich
wird, kann nur die positive Losung von s verwendet werden. Fiir Z < é ~ 137
funktioniert der Ansatz eines perfekten Coulomb-Potentials einer Punktla-
dung nicht mehr, weil die Bedingung fiir s nicht mehr erfiillt werden kann.
Hier werden auch die Energieeigenwerte komplex.

Damit Pg, und (g, im Unendlichen verschwinden, miissen die Reihen
in GL. [67] und Gl. [68 abbrechen. Dies ist wegen den Rekursionsbedingungen
in Gl. |69/ und GI. [70| nur, mit n € N\ {0}, bei den Energiecigenwerten

EP = i (72)

2
1 Za
* <n—j—;+\/<j+;)2—z2a2>

moglich, welche die Feinstrukturenergieniveaus sind. Die [-Entartung bleibt
erhalten, und E héngt nur von der Hauptquantenzahl n, durch die die Losungen
der Rekursionsbedingungen charakterisiert werden, sowie von der Gesamt-
drehimpulsquantenzahl j. Durch eine Taylor-Entwicklung erhédlt man Kor-
rekturen fiir die Bohr-Energieniveaus:

Bohr-Energieniveaus

2 4 3
mo mao n
E~ — — ( - —) 73
— 202 ot \j 1 4 (73)
Ruheenergie N ,

P
Korrektur oca
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4.3 Termschemas

4.3.1 Wasserstoff

4 EleV
E—
P o 2
P 1
/, == %
3D/ 3D/ F=1
3 3Pg/2| 3Dg)2 3Py [3Ds2 1 TN Fop
15— ——seo- N1/ . 4 F=1
el T — T o N — ~._F=0
3Sy, , 3P, 3P/, 3S
1/2 12 12 12 Foo
--~_F=1
5 . F=1
-3,37 — e 2P0 2Py - —
ST - R — Pt Energieskala;
28y, " \|100-fach
LAY > ool — gespreizt
8 . 2Sy2, 2Py 2Py s !
AEFS=—O,56'107 eV \\\ " F=0
F=1
N F=0
AEgg =-18-10"%eV
13,6 1
1Sy F=1
) TF=0
1eV2 806554cm ™
Bohrsche Feinstruktur Lamb-Verschiebung | Hyperfein-
Energieniveaus nach Dirac struktur
£ Schrédinger- a7- s- Kopplung £ Strahlungs- £ Kerneffekte
gleichung ohne + relat. Massen- korrektur (QED)
Spin zunahme
3

Hier sind die Energieniveaus in Wasserstoff zu sehen. Den Hauptunterschied
zu den Bohr-Energieniveaus machen die Feinstrukturniveaus aus. Man sieht
die [-Entartung der Dirac-Niveaus, welche durch den Lambshift aufgehoben
wird. Auflerdem gibt es noch Verschiebungen durch Kopplung mit dem Kern-

spin in der Hyperfeinstruktur.

3W. Demtréder. Experimentalphysik 3: Atome, Molekiile und Festkoérper. [IEI]
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4.3.2 Myonium (p +e7)

2
2R, : : :
2 = _ 2
= Tt Eiow(n, 4,1, F) = Ep(n, j) + Bru(n, j, 1)
10922 MH - -
22%/2 A_le ‘ + EQED(”)]J) + EHFS(”)]) 7F7 I)
TAN[SE8MHZ )k 1047
F=0 —[1047 M F=1 (+Eweak + Eexotic)
= 187 MHz
A= 244nm F=0
ZRp
A 2455 THz
A= 2440m
F=1
2 | Jasezme
'Sy,
Fig. 1. Muonium atom &1 and r=2 energy leveld! All indicated transitions have been observed. The gr
state hyperfine interval and théS,,F=1-22S;»,F=1 transition have been measured and calculated ver
cisely. The transitions within the excited states could &mdnstrated.
4

Bei Myonium (Lebensdauer des Antimyons ca. 2.2 pis) sind die Energieniveaus
auch gut durch die Dirac-Energieniveaus Ep beschreibbar. Durch die kleinere
Masse des Antimyons im Vergleich zum Proton (106 MeV bzw. 938 MeV)
werden die Korrekturen aufgrund des 2-Korper-Problems Egry; aber grofler.

4Precision Muonium Spectroscopy, Klaus P. Jungmann [8]
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4.3.3 Myonischer Wasserstoff (p + p~)

-n
Il
N

2Py ——1

mn Thm
IR

O =N

44 peV
4 peV
1058 MHz
finite size:
+ 4 meV
F= _
s S 251/2="1 23 mev
2P1/2 Eié F=0

Figure 2.1: Schematic representation of the n = 2 energy levels in electronic hydrogen (left) and
muonic hydrogen (right). Note the different energy scales for the two atoms. The indicated 4 ueV
energy difference corresponds to the “classical” Lamb shift, dominated by the self-energy terms.
The vacuum polarization in muonic hydrogen attracts the 2S state below the 2P state. The laser
transition is indicated in red.

Bei myonischem Wasserstoff sind die Bindungsenergien viel groer, weil durch
die im Vergleich zum Elektron sehr grofle Myonenmasse einen kleineren
,Abstand “ verursacht. Hier weichen die Bohrschen Energieniveaus noch viel
stirker von der Realitéit ab und die Dirac-Energieniveaus werden noch wich-
tiger. Allerdings hat die Ausdehung des Protons eine grofiere Rolle, was den
relative Einfluss des Lamb-Shifts um ca. 2 Gréenordungen erhéht ([2]). Die
Korrekturen des 2-Kérper-Problems konnen durch die Breit-Gleichung in 1.
Ordnung Storungstheorie durch Abwandlung der Dirac-Gleichung genéhert
werden.

5 Antognini, Aldo (2005): The Lamb Shift Experiment in Muonic Hydrogen. Dissertation,
LMU |2
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5 Dirac-Quasiteilchen in Graphen in einem
konstanten magnetischen Feld [5]

Im letzten Vortrag wurde die Beschreibung von Dirac-Quasiteilchen in Gra-
phen gezeigt. Jetzt wird ein magnetisches Feld senkrecht zur Graphen-Ebene
angenommen. In Landau-Eichung:

A=1 0 (74)
0

Die Zyklotronfrequenz der Dirac-Fermionen ist dann

Wo = \/§7—F X \/E (75)

mit der Fermi-Geschwindigkeit vg und lg = 4/ %. Durch minimale Kopplung
wird die masselose Dirac-Gleichung zu

UR (ﬂ—ﬂﬁ i+ em)wm = Ex)(7) (76)
mit der Fermi-Geschwindigkeit vr anstatt der Lichtgeschwindigkeit c. oder
U(z,y) = e*oly) : ()
0 h<ay - k’) + €By .
o (h(—ay — k) +eBy 0 o(y) = E¢(y).  (78)

Mit den dimensionslosen Auf- und Absteigeoperatoren O und O geschrie-
ben:

we ((ST ﬁ) 4() = () (79)
£ = % — gk (80)
0 = (0 +9) (81)
of — %(—ag L o) (82)
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Die Losung lédsst sich durch die Eigenfunktionen ¢ des eindimensionalen
harmonischen Oszillators beschreiben:

Yn-1(§)
QbN,:I:(g) = (in((é)>

E.(N) = +hwevV N

(83)
(84)

Diese Beziehung ist an den durch Rastertunnelspektroskopie bestimmten
Energiewerten zu sehen, siehe [10]:

500 —_— —
-4 4° | 80+ .

450 4
40

—
—
——
—
—

400 .

E/BY (meV/T™)

e
W To R K — ° ]
: m
L]
-804 o |

/>‘\ [ ]
3 6543210123456
! Landau level index n
>
E Q"‘ 80
S .
E; 404
Q
E o
o
-
o -401 ]
~
w
-80 1
0 I ! I I ! 3 2 0 2 3
-100 -50 0 50 100 ! !
1/2 1/2 1/2
E/BY? (meVIT"?) sgn(n) |n|

°|10]
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