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Zusammenfassung

Die Dirac-Gleichung kann durch die minimale Kopplung in eich-
und lorentzinvarianter Weise ein elektromagnetisches Feld einbezie-
hen.
Hieraus ergibt sich im nicht-relativistischen Grenzfall die Pauli-Gleichung
und der g-Faktor von 2 für Spin-1

2 -Teilchen ohne Substruktur, was bis
auf quantenelektrodynamische Abweichungen auch gemessen wird.
Durch die exakte Lösung im Coulomb-Potential erhält man die Fein-
strukturniveaus, welche wasserstoffähnliche Atome um einiges besser
als das Bohr-Modell (bzw. die nicht-relativistischen Schrödingergleichung)
beschreibt und die l-Entartung erhält.
Eine aktuelle Anwendung der Dirac-Gleichung ist, wie schon im letz-
ten Vortrag gezeigt, die Beschreibung von Dirac-Quasiteilchen in Gra-
phen. Mithilfe der minimalen Kopplung lassen sich die Landau-Niveaus
in einem konstanten Magnetfeld berechnen, welche proportional zu√
N mit N ∈ N0 und der Zyklotronfrequenz sind.
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1 Einleitung

1.1 Freie Dirac-Gleichung

Im vorherigen Vortrag wurde die Dirac-Gleichung für freie Elektronen, ins-
besondere ohne elektromagnetisches Feld, behandelt. In Diracs Originalar-
beit [1] ist diese, mit negativem Vorzeichen, gegeben als

(Ê − α1p̂1 − α2p̂2 − α3p̂3 −mβ)ψ = 0 : (1)

mit Elektronenmasse m, Energieoperator Ê = i ∂
∂t

, Impulsoperatoren ~̂p =

−i~∇ und vektorwertiger, 4-dimensionaler Wellenfunktion ψ, siehe [9]. Sie
ist, im Gegensatz zur nicht-relativistischen Schrödinger-Gleichung und zur
Klein-Gordon-Gleichung, linear in den Ableitungen nach Zeit und Ort. Die
4× 4-Matrizen α1, α2, α3 und β sind dabei:

α1 =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 α2 =


0 0 0 −i
0 0 i 0
0 −i 0 0
i 0 0 0



α3 =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

 β =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


wobei die Dirac-Darstellung verwendet wird.
Mit

γ0 = β γi = βαi

γ0 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 γ1 =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
−1 0 0 0



γ2 =


0 0 0 −i
0 0 i 0
0 i 0 0
−i 0 0 0

 γ3 =


0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 1 0 0


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wird, mit der Feynman-Slash-Notation /∂ = γµ∂
µ, aus Gl. 1 durch Multipli-

kation mit β:

(i/∂ −m)ψ = 0 (2)

= (γ0Ê + γip̂i −m)ψ (3)

Durch Multiplizieren mit (i/∂ +mc) erhält man die Klein-Gordon-Gleichung
für jede Komponente.

2 Minimale Kopplung

Wie in der nichtrelativistischen Quantenmechanik wird ein elektromagneti-
sches Feld durch die Ersetzungen

Ĥ → Ĥ + qA0 (4)

~̂p→ ~̂p− q ~A (Kinetischer Impuls), (5)

also

∂µ → ∂µ + iqAµ (6)

mit Vierepotential Aµ =

(
Φ
~A

)
einbezogen, siehe [7]. Hierdurch wird die

Dirac-Gleichung (1) zu

(i/∂ − q /A−m)ψ(x) = 0 (7)

⇔ (γ0Ê + γip̂i − γµqAµ −m)ψ = 0 (8)

2.1 Eichinvarianz

Neben der Herleitung aus der klassischen Elektrodynamik kann man auch
die Eichtransformation

ψ(x)→ eieα(x)ψ(x), (9)

betrachten, welche Ausdrücke, die nur von ψ und ψ† enthalten, unverändert
lässt, allerdings ist dann

∂µ(eieα(x)ψ(x)) = eieα(x)(∂µ + ie∂µα(x))ψ(x), (10)
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was durch Einführen einer
”
kovarianten Ableitung“ behoben werden kann,

∂µ → Dµ = ∂µ + ieAµ(x) (11)

welche durch die Eichtransformation Aµ → Aµ − ∂µα(x) gewährleistet, dass

Dµψ(x)→ eieα(x)Dµψ(x) (12)

(siehe [9], Kaptel 5.1).
Dies entspricht eben der

”
Minimalen Kopplung“ in Gl. 8.

3 Nichtrelativistischer Grenzfall [9]

In der Dirac-Darstellung sind die γ-Matrizen, durch die Pauli-Matrizen

σ1 =

(
0 1
1 0

)
σ2 =

(
0 −i
i 0

)
σ3 =

(
1 0
0 −1

)

ausgedrückt:

γ0 =

(
12 0
0 −12

)
γi =

(
0 σi
−σi 0

)
.

Schreibt man das Viererpotential in Gl. 8 aus, erhält man

γ0(Ê − qΦ)ψ + γi(p̂i − qAi)ψ = mψ. (13)

Wenn man ψ =

(
ϕ
χ

)
mit zweikomponentigen Bispinoren ϕ und χ schreibt,

wird hieraus

(Ê − qΦ)γ0

(
ϕ
χ

)
+ (p̂i + qAi)γ

i

(
ϕ
χ

)
= m

(
ϕ
χ

)
, (14)

wobei p̂i und Âi in kovarianter Weise geschrieben sind, und durch die Pauli-
Matrizen ausgedrückt(

(Ê − qΦ)ϕ−
∑

i(p̂i − qAi)σiχ
−(Ê − qΦ)χ+

∑
i(p̂i + qAi)σiϕ

)
= m

(
ϕ
χ

)
, (15)
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wobei hier die p̂i und die Ai nicht mehr mit der Lorentzmetrik multipliziert
werden. Durch Auflösen der 2. Komponente nach χ ergibt sich

χ =
−
∑

i(p̂i − qAi)σi
m+ Ê − qΦ

ϕ. (16)

In der nicht-relativistischen Näherung ist jetzt m+ Ê − qΦ ≈ 2m, also

χ ≈ −
∑

i(p̂i − qAi)σi
2m

ϕ. (17)

und deswegen χ << ϕ. ϕ wird
”
große“ und χ

”
kleine“ Komponente genannt,

wobei letztere dem Antiteilchenanteil (negativer Energie) entspricht, welcher
in der klassischen Näherung sehr klein ist. Setzt man dies jetzt in die 1.
Komponente von Gl. 15 ein, wird diese zu

(Ê −m)ϕ =

((∑
i(p̂i − qAi)σi

)2

2m
+ qΦ

)
ϕ. (18)

Mit

(p̂i − qAi)σi(p̂k − qAk)σk = σiσk︸︷︷︸
=δik+iεiklσl

(

wirkt auch auf die Wellenfkt.︷︸︸︷
p̂i p̂k − q(p̂iAk + Aip̂k) + q2AiAk)

= ~̂p2 − 2q~̂p ~A+ q2 ~A2 − iεiklq(p̂iAk + Aip̂k)σl

= (~̂p− q ~A)2 − q(~∇× ~A+ ~A× ~∇)~σ = (~̂p− q ~A)2 − q
(
~∇× ~A︸ ︷︷ ︸

= ~B

)
~σ

wird Gl. 18 zur

3.1 Pauli-Gleichung

i
∂ϕ

∂t
=
( 1

2m
(~̂p− q ~A)2 − q

2m
~σ ~B + qΦ)ϕ (19)

Diese entspricht einer Schrödingergleichung für einen zweikomponentigen
Spinor mit Spinanteil am Hamiltonoperator. Vergleicht man

Ĥmagn = − q~
2mc

~σ ~B (20)
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mit

Ĥmagn = −~µ ~B, (21)

wobei ~µ das magnetische Moment des Teilchens ist, welches in Analogie zu
einer sich im Kreis drehenden Punktladung mit Spin-Drehimpuls ~S anstatt
dem Bahndrehimpuls ~L gegeben ist durch

~µ = g
q

2mc
~S = g

q~
4mc

~σ, (22)

sieht man, dass

g = 2 (23)

3.2 Messwerte für g

Messwerte für g von Elektron und Myon sind (CODATA 2014 [11]):

gElektron = 2.00231930436182± 5.2 · 10−13

gMyon = 2.0023318418± 1.3 · 10−9

Die Vorhersage aus der Dirac-Gleichung ist also ziemlich gut. Die Ab-
weichungen von 2 können (hauptsächlich) durch die Quantenelektrodynamik
erklärt werden und sind Tests für diese. Wegen der größeren Masse von Myo-
nen ist die Abweichung hier größer.
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Grober Messaufbau der Messung für Myonen [3]
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FIG. 3: Plan view of the pion/muon beamline. The pion decay channel is 80 m and the ring

diameter is 14.1 m.

TABLE III: Selected AGS proton beam and secondary pion beamline characteristics

Proton Beam Value Pion Beamline Value

Protons per AGS cycle 5× 1013 Horizontal emittance 42 πmm-mrad

Cycle repetition rate 0.37 Hz Vertical emittance 56 πmm-mrad

Proton momentum 24 GeV/c Inflector horizontal aperture ±9 mm

Bunches per cycle 6 to 12 Inflector vertical aperture ±28 mm

Bunch width (σ) 25 ns Pions per proton∗ 10−5

Bunch spacing 33 ms Muons per pion decay∗∗ 0.012

∗Captured by the beamline channel; ∗∗Measured at the inflector entrance

tuned 0.5 percent above the magic momentum. However, this small momentum difference

does not provide adequate pion rejection at the K3-K4 slits.

The muon transmission to the storage ring entrance, the pion survival fraction Fπ past

K3-K4 (a figure of merit for pion contamination), and the muon polarization, were cal-

13
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immediately downstream of the scalloped vacuum chamber subsections. Inside the vacuum are

four quadrupole sections (Q1-Q4), three kicker plates (K1-K3) and full-aperture (C) and half-

aperture (12C) collimators. The traceback chambers follow a truncated scalloped vacuum chamber

subsection.

orbits around the vertical plates: the natural symmetry of the electric field at the ends caused

the circulating electrons to re-enter the quadrupoles and return to their starting point in

approximately 50 (100) µs, for the short (long) sections. To prevent the recirculation of

trapped electrons, the leads were adjusted to rotate the field symmetry at the end of the

plate by approximately 25◦; the resulting dipole field largely sweeps away the electrons. Also,

field emission was minimized during data-taking periods by conditioning the quadrupole

electrodes and by returning them to full voltage very slowly after every set of NMR trolley

measurements.

In addition to creating sparks, trapped electrons can also distort the field created by

22

2

Zunächst werden Pionen z.B. durch einen von Protonen ausgelösten hadro-
nischen Schauer in Materie produziert und durch ein Magnetfeld abgelenkt.
Negative Pionen zerfallen in Myonen und Antimyonneutrinos (π− → µ−+ν̄µ),
wobei die Myonen in einen Ring geleitet werden, wo sie mithilfe von elektri-
schen Quadrupolfeldern und einem konstanten Magnetfeld gespeichert wer-
den. In diesem Magnetfeld präzessiert ihr Spin, was abhängig vom g-Faktor
ist. Durch die schwache Wechselwirkung zerfallen die Myonen nach ca. 2.2 µs
in Elektronen und Neutrinos (µ− → e−+ ν̄e+νµ), wobei die Elektronen unter
der Paritätsverletzung der schwachen Wechselwirkung in Abhängigkeit des
Spins zerfallen. Dies wird mithilfe von Kalorimetern gemessen, wodurch sich
der g-Faktor des Myons berechnen lässt.

2[3]
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4 Exakte Lösung im Zentralpotential [4]

Zum Dirac-Hamiltonoperator wird ein Zentralpotential V (r) addiert:

Ĥ = ~α~̂p+ βm+ V (r) (24)

mit ~α =

α1

α2

α3

. Hier wird ein stationärer Zustand betrachtet, also wird die

Dirac-Gleichung zur Eigenwertgleichung

Ĥψ = Eψ (25)

4.1 Operatoren mit Eigenwerten, Quantenzahlen

Der Bahndrehimpulsoperator

~̂L = ~r × ~̂p (26)

kommutiert wegen
[
p̂l, rj p̂k

]
= −iδlj p̂k nicht mit Ĥ:[
Ĥ, ~̂L

]
= −i~α× ~̂p (27)

Ebenso nicht der Spinoperator

~̂S =
1

2
~Σ, (28)

Σi =

(
σi 0
0 σi

)
(29)

weil
[
αi,Σj

]
= 2iεijkαk: [

Ĥ, ~̂S
]

= i~α× ~̂p. (30)

Aber ~̂S2 = 3
4
1 und kommutiert damit mit Ĥ.

An Gl. 27 und Gl. 30 sieht man, dass der Gesamtdrehimpulsoperator

~̂J = ~̂L+ ~̂S (31)
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mit Ĥ kommutiert. Auch kommutiert ~̂J2 mit Ĥ und mit ~̂J , aber die Kom-

ponenten von ~̂J kommutieren nicht miteinander, weswegen gleichzeitige Ei-

genvektoren j(j + 1) von ~̂J2 und mj von einer Komponente von ~̂J , genannt

Ĵz, gesucht werden.
Setzt man in eine Lorentztransformation eine Raumspiegelung ein und

wendet diese auf die Dirac-Gleichung an, ergibt sich ein relativistischer Pa-
ritätsoperator

P̂ = βP̂nr (32)

mit dem nicht-relativistischen Paritätsoperator Pnr. Wegen P̂nrp̂i = −p̂iP̂nr

und βαi = −αiβ ist
[
P̂ , Ĥ

]
= 0.

Definiert man einen
”
radialen Impulsoperator“

p̂r = −1

r

∂

∂r
r =

1

r
(~r~̂p− i) (33)

und

α̂r =
1

r
~α~r, (34)

sieht man, dass wegen

αiαj =

(
σiσj 0

0 σiσj

)
= δij14 + iεijkΣk :

(~α~r)(~α~̂p) = αiriαj p̂j (35)

= ~r~̂p+ i~Σ~̂L = rp̂r + i(~Σ~̂L+ 1) (36)

=⇒ ~α~̂p = α̂r

(
p̂r +

i

r
(~Σ~̂L+ 1)

)
= α̂rp̂r + i

α̂r
r
βK̂ (37)

mit dem Operator

K̂ = β(~Σ~̂L+ 1), (38)

welcher ebenfalls mit Ĥ kommutiert. Hierdurch wird der Hamiltonoperator
(Gl. 24) zu

Ĥ = α̂rp̂r + i
1

r
α̂rβK̂ + βm+ V (r) (39)
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Betrachtet man

~Σ~̂L = 2 ~̂S~̂L = ~̂J2 − ~̂L2 − ~̂S2︸︷︷︸
= 3

4
1

,

so ist

K̂ = β( ~̂J2 − ~̂L2 +
1

4
1), (40)

und weil K̂, ~̂J2 und 1
4
1 Eigenwerte haben, haben auch jeweils die 1. und 2.

Komponente und die 3. und 4. Komponente Eigenwerte bezüglich ~̂L2. Die
Eigenwertgleichungen sind also

Ĥψ = Eψ

Ĵ2ψ = j(j + 1)ψ, Ĵzψ = mjψ

L̂2

(
ψA
ψB

)
=

(
l(l + 1)ψA
l′(l′ + 1)ψB

)
Ŝ2ψ =

1

2
(
1

2
+ 1)ψ

K̂ψ = κψ

P̂ψ = ±ψ, P̂nr

(
ψA
ψB

)
= ±

(
ψA
−ψB

)

Aus der nicht-relativistischen Quantenmechanik ist bekannt, dass für die
beiden Spinoren ψA und ψB der Winkelanteil der Lösung mit

χ 1
2
, 1
2

=

(
0
1

)
(41)

χ 1
2
,− 1

2
=

(
0
1

)
(42)

die gleichzeitigen Eigenfunktionen der zweikomponentigen Drehimpulsopera-
toren sind:

Yj,mj

l, 1
2

=
∑
ml,ms

〈l s ml ms|j mj〉︸ ︷︷ ︸
Clebsch-Gordan-Koeffizient

Kugelflächenfunktion︷ ︸︸ ︷
Yl,ml

(θ, ϕ) χ 1
2
,ms

(43)
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und damit

ψA ∝ Y
j,mj

l, 1
2

(Parität (−1)l) (44)

ψB ∝ Y
j,mj

l′, 1
2

(Parität (−1)l
′
) (45)

mit l, l′ = j ± 1
2
. Wegen der unterschiedlichen Parität bezüglich P̂nr ist l′ =

l ± 1.

Wenn man die Eigenwerte von K̂ = β( ~̂J2 − ~̂L2 + 1
4
1) für ψA und ψB

getrennt anschaut, sieht man, dass

κ = j(j + 1)− l(l + 1) +
1

4
=

{
l + 1, j = l + 1

2

−l, j = l − 1
2

(46)

− κ = j(j + 1)− l′(l′ + 1) +
1

4
=

{
−l′, j = l′ − 1

2

l′ + 1, j = l′ + 1
2

(47)

Deswegen sind j, l und l′ eindeutig durch κ gegeben:

j = |κ| − 1

2
(48)

l =

{
κ− 1, κ > 0

−κ, κ < 0
(49)

l′ =

{
κ, κ > 0

−κ+ 1, κ < 0
(50)

und damit κ ∈ Z \ { 0 }.
Mit den radialen Funktionen PE,κ(r) und QE,κ(r) sind die allgemeinen

Lösungen von der Form

ψE,κ,mj
=

1

r

 PE,κ(r)Y
j,mj

l, 1
2

iQE,κ(r)Y
j,mj

l′, 1
2

 . (51)

Der Faktor 1
r

kürzt sich damit mit dem in p̂r = −1
r
∂
∂r
r, und das i vor QE,κ

macht die Differentialgleichungen für die Radialfunktionen reell. Diese erge-
ben sich, wenn man Gl. 51 in Gl. 24 einsetzt, zu( d

dr
+
κ

r

)
QEκ(r) = −(E −m− V (r))PEκ(r) (52)( d

dr
− κ

r

)
PEκ(r) = (E +m− V (r))QEκ(r) (53)
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4.2 Coulomb-Potential

Jetzt wird ein Coulomb-Potential

V (r) = −Zα
r

(54)

mit der Feinstrukturkonstanten α = e2

4π
betrachtet. Mit der Definition ρ = νr

mit ν = m
√

1− E2

m2 werden Gl. 52 und Gl. 53 zu

( d
dρ

+
κ

ρ

)
QEκ(ρ) =

(m
ν

(1− E

m
)− Zα

ρ

)
PEκ(r) (55)( d

dρ
− κ

ρ

)
PEκ(ρ) =

(m
ν

(1 +
E

m
) +

Zα

ρ

)
QEκ(r) (56)

Für große ρ gehen die 1
ρ
-Terme gegen 0, also

d

dρ
QE,κ(ρ) ≈ m

ν
(1− E

m
)PE,κ(ρ) (57)

d

dρ
PE,κ(ρ) ≈ m

ν
(1 +

E

m
)QE,κ(ρ) (58)

=⇒ 1
m
ν

(1 + E
m

)

d2

dρ2PE,κρ =
m

ν
(1− E

m
)PE,κ(ρ) (59)

=⇒ d2

dρ2PE,κ(ρ) = PE,κ(ρ) (60)

und genauso für QE,κ.

Das ist einfach eine Exponentialfunktion, und weil lim
ρ→∞

PE,κ(ρ)
!

= 0, damit

die Lösung normierbar ist:

PE,κ(ρ)→ a1e
−ρ (61)

QE,κ(ρ)→ a2e
−ρ (analog) (62)

mit

a1

a2

= −m
ν

(1 +
E

m
) = −

√
1 + E

m

1− E
m

. (63)
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4.2.1 Ansatz für die Radialfunktionen

Also kann man die Radialfunktionen schreiben als

PE,κ(ρ) = N

√
1 +

E

m
e−ρf(ρ) (64)

QE,κ(ρ) = −N
√

1− E

m
e−ρg(ρ) (65)

(66)

mit Funktionen f(ρ) und g(ρ) mit lim
ρ→∞

f(ρ) = lim
ρ→∞

g(ρ) = 1. Für diese kann

man eine Reihenentwicklung aufschreiben:

f(ρ) = ρs
∞∑
k=0

ckρ
k, c0 6= 0 (67)

g(ρ) = ρs
′
∞∑
k=0

dkρ
k, d0 6= 0. (68)

Weil PE,κ und QE,κ für ρ →0
∞ proportional werden, werden dies auch f(ρ)

und g(ρ), und damit muss s = s′ sein.

4.2.2 Energieeigenwerte

Durch Einsetzen in Gl. 55 und Gl. 56 erhält man gekoppelte Rekursionsbe-
dingungen für die ck und dk für jede Potenz von ρ:

−
√

1− E

m
(−ρ

∞∑
k=0

dkρ
k + s

∞∑
k=0

dkρ
k +

∞∑
k=0

kdkρ
k + κ

∞∑
k=0

dkρ
k) (69)

= (ρ
m

ν
(1− E

m
)− Zα)

√
1 +

E

m

∞∑
k=0

ckρ
k

√
1 +

E

m
(−ρ

∞∑
k=0

ckρ
k + s

∞∑
k=0

ckρ
k +

∞∑
k=0

kckρ
k − κ

∞∑
k=0

ckρ
k) (70)

= −(ρ
m

ν
(1 +

E

m
) + Zα)

√
1− E

m

∞∑
k=0

dkρ
k

Für die 0. Potenz von ρ erhält man s:

s = ±
√
κ2 − Z2α2. (71)
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Wenn aber PE,κ(0) = QE,κ(0) = 0 sind, damit ψ in Gl. 51 nicht unendlich
wird, kann nur die positive Lösung von s verwendet werden. Für Z ≤ 1

α
≈ 137

funktioniert der Ansatz eines perfekten Coulomb-Potentials einer Punktla-
dung nicht mehr, weil die Bedingung für s nicht mehr erfüllt werden kann.
Hier werden auch die Energieeigenwerte komplex.

Damit PE,κ und QE,κ im Unendlichen verschwinden, müssen die Reihen
in Gl. 67 und Gl. 68 abbrechen. Dies ist wegen den Rekursionsbedingungen
in Gl. 69 und Gl. 70 nur, mit n ∈ N \ { 0 }, bei den Energieeigenwerten

ED
nj =

m√√√√1 +

(
Zα

n−j− 1
2

+
√

(j+ 1
2

)2−Z2α2

)2
(72)

möglich, welche die Feinstrukturenergieniveaus sind. Die l-Entartung bleibt
erhalten, und E hängt nur von der Hauptquantenzahl n, durch die die Lösungen
der Rekursionsbedingungen charakterisiert werden, sowie von der Gesamt-
drehimpulsquantenzahl j. Durch eine Taylor-Entwicklung erhält man Kor-
rekturen für die Bohr-Energieniveaus:

E ≈ m︸︷︷︸
Ruheenergie

Bohr-Energieniveaus︷ ︸︸ ︷
−mα

2

2n2
−mα

4

2n4

( n

j + 1
2

− 3

4

)
︸ ︷︷ ︸

Korrektur ∝α4

(73)
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4.3 Termschemas

4.3.1 Wasserstoff

Kapitel5

168 5 Das Wasserstoffatom

E/eV
n

F = 0

F = 1

F = 2
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2
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Bohrsche
Energieniveaus

= Schrödinger-
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Spin
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korrektur (QED)

Hyperfein-
struktur

= Kerneffekte
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nach Dirac

=
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1 1 2S /

1 1 2S /
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2 21 2 1 2S P/ /, 2 1 2P /
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3 31 2 1 2S P/ /, 3 1 2S /3 1 2P /
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4
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Abbildung 5.34 Vollständiges Termschema des H-Atoms mit allen bisher bekannten Wechselwirkungen. Die Fein- und Hyperfeinstruktur und die Lamb-
Verschiebung sind nicht maßstabsgerecht gezeichnet

Das genaue Termdiagramm des Zustandes mit n D 2 im H-
Atom ist in Abb. 5.36 gezeigt. Die Lamb-Verschiebung �EL ist
am größten für S-Zustände, weil der Effekt von ır auf hEpoti für
kleine r, d. h. nahe am Kern, am größten ist.

Die berechneten Werte sind

�EL.1
2S1=2/ D C3;35 � 10�5 eV

) ��L D C8;17GHz ;
�EL.22S1=2/ D C4;31 � 10�6 eV

) ��L D C1;05GHz ;
�EL.22P1=2/ D �5;95 � 10�8 eV

) ��L D �14MHz :

Die Messung des Lamb-Shifts im 22S1=2-Zustand gelang zuerst
Willis Lamb (1913–2008, Nobelpreis 1955) und Robert Rether-
ford (1912–1981) im Jahre 1947 mit der in Abb. 5.37 gezeigten
Anordnung [7]:

In einem geheizten Wolframofen wird molekularer Wasserstoff
thermisch dissoziiert. (In modernen Versionen des Experimen-
tes wird die Dissoziation durch eine Mikrowellenentladung
erreicht.) Die austretenden H-Atome werden durch die Blende B
zu einemAtomstrahl kollimiert und durch Elektronenstoß in den
metastabilen 2S1=2-Zustand angeregt, dessen Lebensdauer län-
ger als 1 s ist. Nach einer Flugstrecke L treffen die metastabilen
Atome auf ein Wolframblech, wobei sie ihre Anregungsenergie
abgeben, die ausreicht, um ein Elektron aus dem Blech auszulö-
sen. Die Elektronen werden auf einen Detektor abgezogen und
als Strom gemessen.

3

Hier sind die Energieniveaus in Wasserstoff zu sehen. Den Hauptunterschied
zu den Bohr-Energieniveaus machen die Feinstrukturniveaus aus. Man sieht
die l-Entartung der Dirac-Niveaus, welche durch den Lambshift aufgehoben
wird. Außerdem gibt es noch Verschiebungen durch Kopplung mit dem Kern-
spin in der Hyperfeinstruktur.

3W. Demtröder. Experimentalphysik 3: Atome, Moleküle und Festkörper. [6]

16



4.3.2 Myonium (µ+ + e−)

J. Phys. Soc. Jpn. FULL PAPERS
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Fig. 1. Muonium atom n=1 and n=2 energy levels.11 All indicated transitions have been observed. The ground

state hyperfine interval and the 12S1/2,F=1-22S1/2,F=1 transition have been measured and calculated very pre-

cisely. The transitions within the excited states could be demonstrated.

where

f (n, j) =

√√
1

1+
(

Zα
n−ε

)2
, ε = j +

1
2
−

√(
j +

1
2

)2

− (Zα)2 . (5)

Dirac theory describes the system to the fine structure level. A reduced mass termERM ac-

counts for finite nuclear mass. This contribution has two parts,

ERM(n, j, l) = ENRRM + ERRM(n, j, l) . (6)

ENRRM describes the classical nonrelativistic reduced mass

ENRRM =

(
mr

me
− 1

)
· ED (7)

andERRM(n, j, l) is the relativistic reduced mass effect which arises from full relativistic treat-

ment of the two-body problem,

ERRM(n, j, l) = − m2
r c2

2(me + mN)
( f (n, j) − 1)2

+
(Zα)4m3

r c2

2n3m2
N


1

j + 1
2

− 1

l + 1
2

 (1− δl0) . (8)

Here l is the orbital angular momentum,mr = memN/(me + mN) the reduced mass,mN the

nuclear mass, andα the fine structure constant. Higher order terms are neglected.

4/27

4

Etot(n, j, l, F ) = ED(n, j) + ERM(n, j, l)

+ EQED(n, j, l) + EHFS(n, j, l, F, I)

(+Eweak + Eexotic)

Bei Myonium (Lebensdauer des Antimyons ca. 2.2 µs) sind die Energieniveaus
auch gut durch die Dirac-Energieniveaus ED beschreibbar. Durch die kleinere
Masse des Antimyons im Vergleich zum Proton (106 MeV bzw. 938 MeV)
werden die Korrekturen aufgrund des 2-Körper-Problems ERM aber größer.

4Precision Muonium Spectroscopy, Klaus P. Jungmann [8]
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4.3.3 Myonischer Wasserstoff (p+ µ−)8 Muonic Hydrogen Lamb shift
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Figure 2.1: Schematic representation of the n = 2 energy levels in electronic hydrogen (left) and
muonic hydrogen (right). Note the different energy scales for the two atoms. The indicated 4 µeV
energy difference corresponds to the “classical” Lamb shift, dominated by the self–energy terms.
The vacuum polarization in muonic hydrogen attracts the 2S state below the 2P state. The laser
transition is indicated in red.

bound–state energy levels the reader is referred to Appendix A. This Appendix gives a
definition of Lamb shift, and presents the various contributions to the 1S Lamb shift in
hydrogen with emphasis on the self–energy and nuclear finite–size corrections.

2.1 Vacuum polarization

In the perturbative approach, QED corrections to the Dirac energy levels are derived
from the scattering approximation using Feynman diagrams. The scattering amplitudes
in momentum space are computed using Feynman rules. The Fourier transform of the
scattering amplitude which corresponds in coordinate space to the potential V (r) (in
first Born approximation) is then used to compute the energy level shift given by ∆E =
〈Ψ̄(r)|V (r)|Ψ(r)〉 where Ψ describes the atomic wave–function.

This approach is used to compute the effect of the vacuum polarization (VP). The
Feynman amplitude S corresponding to a one–photon Coulomb scattering of a lepton
with initial four–momentum p and final four–momentum p′ by an infinitely heavy nucleus
with form factor F (q2) is [22]

S = −u†(p′)u(p)V (q)(2π)4 δ4(p′ − p− q) (2.2)

where q is the four–momentum transfer and

V (q) = −4πZα
F (q)

q 2
=

∫
d3r V (r)e−iqr (2.3)

The Fourier transform for a point–like nucleus (F (q2) = 1) gives the Coulomb potential
V (r) = Zα/r. The effect of the vacuum polarization is best described by the modification

5

Bei myonischem Wasserstoff sind die Bindungsenergien viel größer, weil durch
die im Vergleich zum Elektron sehr große Myonenmasse einen kleineren

”
Abstand“ verursacht. Hier weichen die Bohrschen Energieniveaus noch viel

stärker von der Realität ab und die Dirac-Energieniveaus werden noch wich-
tiger. Allerdings hat die Ausdehung des Protons eine größere Rolle, was den
relative Einfluss des Lamb-Shifts um ca. 2 Größenordungen erhöht ([2]). Die
Korrekturen des 2-Körper-Problems können durch die Breit-Gleichung in 1.
Ordnung Störungstheorie durch Abwandlung der Dirac-Gleichung genähert
werden.

5Antognini, Aldo (2005): The Lamb Shift Experiment in Muonic Hydrogen. Dissertation,
LMU [2]
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5 Dirac-Quasiteilchen in Graphen in einem

konstanten magnetischen Feld [5]

Im letzten Vortrag wurde die Beschreibung von Dirac-Quasiteilchen in Gra-
phen gezeigt. Jetzt wird ein magnetisches Feld senkrecht zur Graphen-Ebene
angenommen. In Landau-Eichung:

~A =

−By0
0

 (74)

Die Zyklotronfrequenz der Dirac-Fermionen ist dann

ωC =
√

2
vF

lB
∝
√
B (75)

mit der Fermi-Geschwindigkeit vF und lB =
√

~
eB

. Durch minimale Kopplung

wird die masselose Dirac-Gleichung zu

vF

(
~σ(−i~~∇+ e ~A)

)
ψ(~r) = Eψ(~r) (76)

mit der Fermi-Geschwindigkeit vF anstatt der Lichtgeschwindigkeit c. oder

ψ(x, y) = eikxφ(y) : (77)

=⇒ vF

(
0 ~(∂y − k) + eBy

~(−∂y − k) + eBy 0

)
φ(y) = Eφ(y). (78)

Mit den dimensionslosen Auf- und AbsteigeoperatorenO† undO geschrie-
ben:

ωC

(
0 O
O† 0

)
φ(ξ) = Eφ(ξ) (79)

ξ =
y

lB
− lBk (80)

O =
1√
2

(∂ξ + ξ) (81)

O† =
1√
2

(−∂ξ + ξ) (82)
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Die Lösung lässt sich durch die Eigenfunktionen ψN des eindimensionalen
harmonischen Oszillators beschreiben:

φN,±(ξ) =

(
ψN−1(ξ)
±ψN(ξ)

)
(83)

E±(N) = ±~ωC
√
N (84)

Diese Beziehung ist an den durch Rastertunnelspektroskopie bestimmten
Energiewerten zu sehen, siehe [10]:
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Figure 2 Landau levels of massless Dirac fermions.  a, Tunnelling  spectra 

plotted against the reduced energy E/ B1/2. The energy origin is shifted to peak 

A in Fig.1. The peaks marked with stars are aligned after scaling, while those 

marked with circles are not. All aligned peaks are labelled with sequential 

Landau level indices. The spectra are shifted vertically by 70 pA/V for clarity. b, 

Scaled energy of the aligned peaks plotted against Landau level index. Inset:  

Landau levels of massless Dirac fermions superposed on the Dirac cone.   c, 

Scaled energy levels are linear in sgn(n)|n|1/2, as expected for massless Dirac 

fermions. From a comparison of the slope of the linear fit with equation (2) we 

obtain  the Fermi velocity: vF = (1.07±0.05)×106 m/s, consistent with that 

obtained from transport measurements on graphene7,8 and ARPES on 

graphite19.  

6

6[10]
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