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1 Einfiihrung kritischer Phinomene

Als Geburtsstunde der (neuzeitlichen) Theorie der Phaseniibergéinge kann man die Dissertationsschrift von J.D. van
der Waals (1873) bezeichnen, in derer eine erste qualitative Deutung des Phédnomens Phaseniibergang am realen
Gas behandelt wird. Die Modellierung eines magnetischen Phaseniibergangs wurde 1907 von P. Weifs durchge-
fiihrt, wobei sich dessen Theorie als dquivalent zum van-der-Waals Gas erweist. Dies sind Beispiele fiir klassische
Theorien, welche durch die allgemeinere Landau-Theorie vereinheitlicht werden.

Eine mikroskopische Beschreibung wird als erstes von E. Ising gemacht (1925: Ising-Modell eines Ferromagne-
ten). Ising konnte es nur eindimensional 16sen und stelle fest, dass KEIN Phaseniibergang auftritt. 1936 bewies
R. Peierls die Existenz eines Phaseniibergangs im Isingmodell fiir d > 2. Exakte Losungen sind selbst fiir das rel.
einfache Ising-Modell nur fiir ein und zwei Dimensionen mdglich. Deshalb sind die klassischen Theorie weiterhin
wichtig; sie vernachldssigen unwesentliche mikroskopische Details der Wechselwirkung.

1.1 Phanomenologie von Phaseniibergingen

Unter der Phase versteht man eine Zustandsform eines makroskopischen Systems im thermodynamischen Gleichge-
wicht. Verschiedene Phasen unterscheiden sich durch unterschiedliche Werte einer makroskopischen Observablen.
Beispiele:

e Dichte: Gas, Fliissigkeit, Festkorper

o Magnetisierung: Paramagnet, Ferromagnet

e FElektrischen Dipolmoment: Paraelektrikum, Ferroelektrikum
e FElektrische Leitfihigkeit: Isolator, Metall, Supraleiter

e Viskositdt: normalfluid, suprafluid

e Kristallstruktur: BCC, FCC

Am intuitivsten ist bei einem solchen Vielteilchen-System die Betrachtung der freien Energie 7 = U — T'S. Diese
muss im Gleichgewicht ein Minimum annehmen. Dafiir gibt es aber offenbar zwei Moglichkeiten: Entweder wird
die innere Energie moglichst klein, was eine hohe Symmetrie bedingt (Folge der Teilchenwechselwirkung); ODER
die Entropie wird moglichst grofs, was eine hohe Unordnung des Systems impliziert. Es stehen also stets zwei
gegenldufige Tendenzen im Wettstreit, was einen ,,Kompromiss“ erfordert, welcher von der Temperatur abhingen
wird.

Bei hohen Temperaturen dominiert die Unordnungs- bei tiefen die Ordnungstendenz.

1.2 Ordnungsparameter, konjugiertes Feld

Betrachtet man die Phasendiagramme einer Ferromagneten und eines realen Gases, so erkennt man einige Ana-
logitaten (vergleiche Abbildungen).

Beide Systeme werden durch die Temperatur, ein externes Feld (Magnetfeld H, bzw. Druck p) und einer zum

externen Feld konjugierten Variable (Magnetisierung M, bzw. Dichte p), dem Ordnungsparameter, charakterisiert.
Der Ordnungsparameter ist eine makroskopische Variable, die fiir eine Phase verschwindet und erst am Phasen-
iibergang einen endlichen Wert annimmt. Z.B. ist die Magnetisierung oberhalb einer kritischen Temperatur T
Null, wahrend das System unterhalb von T spontan magnetisiert wird.
Die Zustandsgleichungen beider Systeme zeigen im wesentlichen ein gleiches Verhalten: Unterhalb einer kriti-
schen Temperatur variiert eine thermodynamische Variable (M bzw. p) als Funktion des konjugierten Feldes
iber einen Koexistenzbereich diskontinuierlich gegen Null. Dieses nicht-analytische Verhalten kennzeichnet und
charakterisiert den Phaseniibergang.
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1.3 Ehrenfest Klassifikation

Sei £ das System beschreibende Thermodynamische Potential (etwa die freie Energie). Ein Phaseniibergang heift
n—ter Ordnung, wenn alle (n — 1)—ten Ableitungen von £ am kritischen Punkt stetig sind und mindestens eine
der n—ten Ableitungen von £ dort eine Unstetigkeit aufweist. (Klassifikation nach Ehrenfest, 1933)

Mit wachsender Ordnung wird der Phaseniibergang jedoch immer unwesentlicher, sodass nur die ersten Ordnun-
gen von Interesse sein werden.

1.4 Kritische Exponenten

Fiihre fiir die Temperatur die dimensionslose Variable € ein, die am kritischen Punkt verschwindet.

T-Tc N
= , mit lim e=0
T T—To

€

Im kritischen Bereich ldsst sich das Verhalten vieler physikalischer Grofen G als Funktion dieser reduzierten
Temperatur e folgendermafien ausdriicken:

G(e) = ae®(1 +be® +...).
Fiir ¢ — 0 verschwinden fast alle Terme, sodass G(¢) in der Nidhe von T einem Potenzgesetz geniigt.
G(e) x €? D.h. G(e) verhélt sich im kritischen Bereich wie €?.

Verallgemeinert definiert man den kritischen Exponenten einer physikalischen Grofe G als

log |G log |G
e—=>0 IOgE e—<0 log —€

Es wird also unterschieden, von welcher Seite man sich dem kritischen Punkt ndhert. Es muss keineswegs ¢ = ¢’

gelten.



2 Landau Theorie

Ein Problem in der Statistischen Physik ist geldst, sobald ein relevantes thermodynamisches Potential (etwa
die freie Enthalpie) bestimmt ist. Da eine mikroskopische Beschreibung in héheren Dimensionen zu nicht ana-
lytisch 16sbaren Gleichungen fiihrt, wird im folgenden versucht das Thermodynamische Potential mit wenigen
phinomenologischen Parametern zu approximieren. Somit sind allgemeingiiltige Aussagen iiber Phaseniiberginge
verschiedenster Systeme moglich.

2.1 Reihenentwicklung des Thermodynamischen Potentials

Es werden zunéchst die Dichten der verschiedenen thermodynamischen Grofen betrachtet:
e Ordnungsparameter: ® = [ ¢ (7) d°r
e verallgemeinerte duRere Kraft: K = [ x (7) d®r
e Thermodynamisches Potential (Landau-Funktion): £ (T, K, ®,...) = [{(T,k (7),¢(7),...) d®r

Dabei ist die Ordnungsparameterdichte die Ableitung der Potentialdichte nach der Kraftdichte ¢ () = — (%).
Nun wird die Potentialdichte in einer Potenzreihe entwickelt.

L(T.K,®,..)= / [t0 (7) = 5.(7) 6 (7) + a(T)6? (7) + e(T) (V6 (7))? + (1) (7) + .| dr

Dabei ist £ (7) die Potentialdichte bei verschwindendem Ordnungsparameter ® und der zweite Summand sorgt
fiir die richtige Beziehung zwischen Ordnungsparameter und Potential ¢ (¥) = — (%).

Diese Entwicklung ist nicht a priori klar, deshalb sollte sie zumindest motiviert werden. Zunéchst ist anzumer-
ken, dass der Ordnungsparameter (und damit auch seine Dichte) im kritischen Punkt stetig gegen Null strebt.
Somit ist auch £ klein in der Umgebung von € &~ 0. Zudem wird eine Symmetrie in ¢ () und x (7) ¢ (7) gefordert
L(T,K,®) = L(T,—K,—®), d.h. ein gemeinsamer Vorzeichenwechsel der dufseren Kraft und des Ordnungspara-
meters soll das Potential nicht #ndern. (Beispiel: Andere gleichzeitigz Magnetfeld und Magnetisierungsrichtung,
Potential hat aber konstanten Wert.)

Ferner treten keine Terme der Form ¢(7)¢(7) auf. Das bedeutet, dass keine Fluktuationen des Ordnungsparame-
ters beriicksichtigt werden. Dies wird sich spéter als ein wichtiges Problem der Landau-Theorie herausstellen.

Welche Phase bei der Temperatur T vorliegt wird durch das Minimum von L festgelegt. Berechne also die
Variation:

oL = / [—k (7) + 2a(T) ¢ (7) + 4b(T) > () — 2¢(T) A¢ (7)] 6¢ (7) d°r

Um das Potential zu extremalisieren muss obige Variation fiir beliebige d¢ verschwinden. Dies ergibt folgende
Bestimmungsgleichung:

~2e(T) A0 () + 2a(T)é (7) + 4b(T)¢* (7) = (7). (1)

2.2 Diskussion der Koeflizienten

Es wird zunéchst nach Losungen der Form « (7) = x und ¢ (¥) = ¢ gesucht. Damit lautet die Bestimmungglei-
chung:

¢ (2a(T) + 4b(T)¢*) = k. (2)
Betrachtet man einen spontanen Phaseniibergang (ohne dufsere Kraft, x = 0), so erhélt man die Lésungen:
0 ,a(T) >0, €>0
Po = O,i,/—;b((?) a(T) <0, e<0



Ein Phaseniibergang findet statt, wenn es neue Losungen fiir den Ordnungsparameter gibt. Dies tritt also immer
mit einem Vorzeichenwechsel von a(7T') bei T = T bzw. e = 0 auf. Dies berechtigt den Ansatz des Koeffizienten
a(T) = agTce. Im Prinzip wire jede ungerade Funktion in € moglich, aber da e ~ 0 ist, ist die lineare Ndherung
ausreichend. Es gilt: lg% ¢o = 0 und somit als Minimumbedingung

o
8(154 P=¢o~0

Wiéhle somit in der Ndhe des Phaseniibergangs den Ansatz b(T) ~ b(T¢) = b.
ag, b und T¢ sind materialspezifische Parameter. Wegen der Universalitit des Ansatzes sind die Ergebnisse der
Koeffizienten jedoch allgemeingiiltig.

>0 = bT)>0

a(T) = ao(T — Te), BT)=b (3)

2.3 Symmetriebrechung

In folgender Graphik ist der Verlauf einer typischen Landau-Funktion fiir verschiedene Temperaturbereiche und
verschiedene dufiere Kréfte skizziert.

Bei K = 0 und € < 0 ist der Verlauf
symmetrisch zu ® = 0.

Die Minima fiir K # 0 brechen diese
Symmetrie jedoch.

T,»Te

Bewegt sich ein System von K > 0
zu K = 0, so ist die Besetzung des
Minimums A wahrscheinlicher. Analog
beim Ubergang von K < 0 zu K = 0
das Minimum B. (Die Vorgeschichte
ist wichtig!) Fiir € > 0 ist dies nicht der
Fall.

Te<Te

Durch den Phasseniibergang wird also
die Symmetrie des Systems verringert.

Landaufunktion £(®, K, T)

2.4 Kritische Exponenten in der Landau Theorie

Berechne die verschiedenen kritischen Exponenten bei homogener Ordnungsparameter- und Kraftdichte.

(A) Die Temperaturabhéngigkeit der Ordnungsparameterdichte ergibt sich durch Einsetzen von (3) in den Ord-
nungsparamter ¢q fiir e < 0:
ao

1 1
T -
2b| cl* =8

o ==* 2

(B) Um die Systemantwort auf eine &ufere Kraft zu erkennen, wird wieder Gleichung (2) benutzt. Da die

Koeffizienten a(7"), b(T) unabhingig von « sein sollten, kann a(T¢) = 0 angenommen werden. Auf der
kritischen Isotherme gilt somit ¢3 = 15 Dies bedeutet fiir die Ordnungsparameterantwort:

1\ .



(C) Die Suszeptibilitét x (7) = (%) ergibt sich durch Ableiten von (2) nach k.

K

o¢
Ok
(2a(T) + 12b(T)¢*) x = 1

Setze fiir die verschiedenen Phasen die entsprechenden Ordnungsparameter, sowie die Ansitze der Koeffizi-
enten ein und erhalte die Losungen:

(T —To)™' e>0
=T

ﬁ(T—Tc)_ <0 =y=+=1

¢

2a(T) == + 12b(T )qb —

(D) Die spezifische Wérme ist definiert als zweite Ableitung des Potentials nach der Temperatur. Zur Berechnung
wird die quadratische Entwicklung der Potentialdichte ¢ = ¢y + a(T)¢2 benutzt und wieder der Ordnungs-

parameter fiir e — £0 eingesetzt.
o2¢
=T
oT?

0 e>0
CK = 2
K —TC% ,e<0 =a=ad =0

Die spezifische Warme ist also in beiden Phasen temperaturunabhingig.

2.5 Korrelationsfunktion und Korrelationslinge

Die Korrelationsfunktion beschreibt den Zusammenhang zwischen Ordnungsparameterfluktuationen an verschie-

denen Orten.
g (7,7) = (o(7) - (7)) — (¢(7) - (7)) = ([o(7) — (d(7))] - [(7") — (&(7))])

Separiere zur Berechnung der Erwartungswerte den kraftfreien Anteil Hy des Hamiltonoperators.
H=H, - /K(F’M(F’)d?’r’
Schreibe den Erwartungswert der Ordnungsparameterdichte in kanonischer Gesamtheit.
(p(7)) = —Tr[ (ﬂe_ﬁH] ,Z =Tr [e_ﬂH]

Berechne damit die Antwort der Ordnungsparameterdichte auf eine Kraftdichtevariation k.

1

]-—5T [(—B6H)e 7] Tr [pePH]

5 (6) = 5 Tr [6(~BoH)e

= /8{ Tr[¢5He ﬁH] %Tr[(SHe*BH] ;Tr[qﬁeﬂH}}

= —B{(¢dH) — (¢) (6H)}

Wobei die Variation des Hamiltonoperators 6H = — [ ¢4k ist.
Damit ergibt sich das Fluktuations-Dissipations-Theorem, welches die Antwort des Ordnungsparameters auf eine
dufsere Storung mit den inneren Fluktuationen verkniipft.

0(7) =B [ 9(r.7)r()a @



Betrachte im folgenden wieder eine homogene Kraftdichte und nehme an, dass der wahrscheinlichste Ordnungs-
parameter mit dem mittleren Ordnungsparameter {ibereinstimmt ¢o = (¢).
Setze nun (4) in die erste Variation der Landaufunktion (2) ein.

B(2a + 12b62 — 2A) / o7 7)ok ()P = / 5(F — #)or()d*r
Dabei ist die Variation §x beliebig, d.h. obige Gleichung gilt bereits fiir die Koeffizienten.

B(2a + 12563 — 2A) g(7 7) = (7 — 7) (5)

o

D.h. die Korrelationsfunktion g ist Greensfunktion zum Operator O. Die Losung ldsst sich mit dem iiblichen

-,

Verfahren —— Fourier-Transformation, Losung g(k), Riicktransformation —— ermitteln. (Vergleiche dazu auch
Yukawa-Potential.)

1 P (‘ |£<_T>|>
F ) (6)

~ 8mcB |7 — 7]
Hier wurde die Korrelationslange £(7") eingefiihrt.
c(T)
€e>0
¢(T) = o , lim ¢ = oo
<o)

1
Setzt man hier den Ansatz (3) ein, sieht man { o [T —T¢| 2. = v =1 = 1.

Da im kritischen Punkt die Korrelationslédnge divergiert, sind die verschiedenen Bereiche viel stéarker korreliert.
1
g(F,7) x =——= fiire=~0

7=

Durch diese globale Korrelation wird der Phaseniibergang ausgelost!

2.6 Giiltigkeitsbereich: Ginzburg-Landau-Kritetium

Wie bereits im vorigen Abschnitt bemerkt, divergiert die Korralationsldnge im kritischen Bereich. Dies ist direkt
(via Gl.(4)) mit der Existenz kritischer Fluktuationen verkniipft. Jedoch war der Potentialansatz im Abschnitt 2.1
nur berechtigt, sofern die Fluktuationen des Ordnungsparameters hinreichend klein sind. Ebenfalls ist der Ansatz
®o = (¢) bei grofen Fluktuationen nicht giiltig. Insgesamt miissen also die Fluktuationen klein gegeniiber dem
Mittelwert des Ordnungsparameters sein.

{(6—(8))%) << (¢)? (7)

Das sollte insbesondere fiir alle Absténde |r — 7| < £ gelten. Um dies abzuschétzen wird die Korrelationsfunktion
in einem d—dimensionalen Raum integriert. Zusammen mit ¢g, Gl. (3) ergibt sich:

5 d
(6 — (&))?) = Vlg /V g(r)dt" o gi / ()1 ()2 o 5%52 x € o [T — Te|3 ™!
3
Aufserdem gilt:
()* o |T — T¢|

Insgesamt erhélt man also das folgende Kriterium fiir den Giiltigkeitsbereich der Landau-Theorie:
BT -T2 << 1 (8)
Fiir d > 4 ist das Kriterium offenbar erfiillbar; fiir d < 4 dagegen (im kritischen Bereich) stets verletzt. Ausnahmen

dj2—2
sind Systeme, in denen der Vorfaktor k = 2bkpTcc? (@) hinreichend klein ist, sodass obiges Kriterium

auch bis nah an den kritischen Bereich giiltig ist.



3 Modell eines Ferromagneten

Ein dreidimensionales ferromagnetisches System wird im Heisenberg Modell durch folgenden Hamilton-Operator
beschrieben:

P | oL
H==> Jighidi+ coins )y JiB (9)

ij i

Dabei sind J; und J_; die Spin-Operatoren der Atome an den Gitterpléatzen i, j; ji,j die Austauschintegrale der
Wechselwirkung zwischen den Spins und der zweite Summand beschreibt die Wechselwirkung mit einem dufleren
Magnetfeld.

3.1 Mean-Field-Niherung des Heisenberg Modells

In der Mean-Field-Ndherung werden bei Operatorprodukten der Form

die Fluktuationen um die Mittelwerte vernachlassigt. .
Fiithrt man noch ein effektives Magnetfeld By = Bo€, + Baé,, Ba = —2(J;) (]J% Zj Ji; ein, so kann man den
Hamiltonoperator folgendermafen schreiben:

1 .
HyurN = 79iHBeys ZZ: JiB.

Fiir den Operators .J; gibt es (2J + 1) Eigenwerte m;.

Hurn = bzmi, b=gjuB.;, (10)

Aus dem Viel-Teilchen-Problem ist also ein Ein-Teilchen-Problem geworden. Mit diesem Hamilton-Operator 14sst
sich die kanonische Zustandssumme analytisch berechnen.

5 <smh (Bb(J + 5))>N

sinh (%ﬁb)

Die Magnetisierung ergibt sich aus der logarithmischen Ableitung der Zustandssumme.

0 N
log(Z2) = —gjun - Bs(Bgjnsd Besy) (11)

1
M(T, By) = ﬁgjuB% %

Dabei ist By(x) die (sogenannte) Brillouin-Funktion:

27 +1 27 + 1 1 1
By(z) = th ~ = coth [ —
A ( 27 x) 2.7 (2Jx)

Ein Phaseniibergang bei Abwesenheit eines Feldes tritt auf, wenn

Mg = M(T,0) = MoBy(const - Mg).

Es gibt offensichtlich eine nichttriviale Losung obiger Gleichung wenn die Anfangssteigung der rechten Seite grofser
als 1 ist. Eine analytische Losung ergibt die Ubergangstemperatur

Vo 2Jgh? N , J(J+1)
Te=MC, \=——"" _ C="—(g; LA 12



3.2 Aquivalenz zur Landau-Theorie

Es wird nun Analog zur Landau-Theorie der kritische Bereich betrachtet, d.h. T'~ T¢, By ~ 0 und M ~ Mg. In
diesem Fall ist das Argument der Brillouin-Funktion stets klein und sie ldsst sich in einer Potenzreihe entwickeln.

_J+1$_J+12J2+2J+1 3

By(z) = =37 3] 302

Setzt man diese Entwicklung in Gl. (11) ein, und fiihrt den zur konjugierten Kraft By gehorigen Ordnungspara-
meter mg (spontanes magnetische Moment) mg = V Mg ein, so erhilt man

By ~ mg(2a(T) + 4b(T)m%). (13)

Dabei wurden folgende Koeffizienten definiert:

2 3
1o 2J2+2J+1 (gipsJ pwoTc
T)= ST -1 b(T) =

alf) = 56T = Te). oT) 1202 kpT c
Vergleicht man (13) mit (2) und identifiziert ¢ mit mg sowie x mit By erkennt man die Aquivalenz der Mean-
Field-Ndherung zur Landau-Theorie.
Somit kénnen alle Ergebnisse aus Kapitel 2 direkt ibernommen werden.

Vergleicht man die kritischen Exponenten aus Experimenten (etwa mit HgCroSes) mit den theoretischen
Vorhersagen der Landau-Theorie, so ergeben sich einigermafien gute Ubereinstimmungen.

kritischer Exponent ‘ Landau-Theorie ‘ Experiment

B 0.5 0.34
Vs Y 1 1.38
) 3 4.2
v, v 0.5 0.65

4 Zusammenfassung

Die Landau-Theorie ist, wie man am Beispiel des Heisenberg-Modells gesehen hat, eine Mean-Field-Theorie der
Phaseniibergénge. Es werden also mikroskopische Details vernachléssigt, indem etwa ein effekktives Feld eingefiihrt
wird, welches Fluktuationen des systembeschreibenden Ordnungsparameters nicht beriicksichtigt. Insbesondere
in niederdimensionalen Systemen sind genau diese Fluktuationen aber grofs und man kann keine exakten Vorher-
sagen erwarten.

Der Vorteil der Landau-Theorie liegt darin, dass sie die (bereits angesprochene) Universalitidt von Phaseniibergén-
gen zum Ausdruck bringt. So kann ein Ferromagnet oder ein Van-der-Waals Gas mit einer einheitlichen Theorie
beschrieben werden. Da die Korrelationslidnge ¢ am kritischen Punkt divergiert, spielen die Details der Teilchen-
wechselwirkung keine Rolle. Damit sind die kritischen Exponenten lediglich von der Dimension des Systems und
von der Reichweite der Wechselwirkung anhingig.

Die Vorhersagen der Landau-Theorie sind nur in wenigen Spiezialfillen zutreffend. Dies liegt im wesentlichen an

den vernachléssigten Fluktuationen, welche jedoch am Phaseniibergang —— genau der Bereich, den die Landau-
Theorie beschreiben soll —— nicht mehr vernachlissigt werden kénnen!
Eine Verbesserung der Theorie muss also darin liegen, Fluktuationen des Ordnungsparameters in die Beschrei-
bung mit einzubeziehen. Dies wird durch die Ginzburg-Landau-Theorie bewerkstelligt, welche in diesem Rahmen
jedoch nicht behandelt werden kann. Fiir fortgeschrittenere Literatur siehe [11], [12], [13] (Stichwort: Renormie-
rungsgruppentheorie).
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Kapitel 1
Einfuhrung kritischer Phanomene

e 1873: Theorie der Phasenubergange
(Van-der-Waals)

e 1907: magnetischer Phasenubergang
(P. Well3)

e 1925: Ising-Modell fur Ferromagneten
(E. Ising)

e 1936: Existenzbeweis Phasenubergange
(R. Peierls)
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1.1 Phanomenologie
S

Unterscheidung von Phasen durch Wert einer
makroskopischen Variable.

Dichte: Gas, Flussigkeit, Festkorper
Magnetisierung: Paramagnet, Ferromagnet
Elektrisches Dipolmoment: Para-, Ferroelektrikum
Elektrische Leitfahigkeit: Isolator, Metall, Supraleiter
Viskositat: normalfluid, suprafluid

Kristallstruktur: BCC, FCC
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1.2 Ordnungsparameter,
konjugiertes Feld

[

il

Phasendiagramm Ferromagnet
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Phasendiagramm reales Gas
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1.2 Ordnungsparameter,
konjugiertes Feld

e Systeme charakterisiert durch:
- Temperatur
- Externes Feld (Magnetfeld, Druck)
- Konjugierte Variable bzw. Ordnungsparameter
(Magnesisierung, Dichte)

e Ordnungsparameter hat in einer Phase
endlichen Wert.

e Strebt bei Annaherung an kr. Bereich
nichtanalytisch gegen Null.
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1.3 Ehrenfest Klassifikation

Sei L das System beschreibende Thermo-
dynamische Potential. Z.B. die Freie Energie.

,Ein Phasenubergang heil3t n-ter Ordnung,
wenn alle (n-1)-ten Ableitungen von L am
kritischen Punkt stetig sind und mindestens
eine der n-ten Ableitungen dort eine
Unstetigkeit aufweist.”

(Klassifikation nach Ehrenfest, 1933)
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1.4 Kritische Exponenten

| T-T. . .
e Reduzierte Temperatur: &= — mit T|Lrp g=0
C C

e Physikalische GroRe G: G(g)=ae?(l+be” +...)
e In der ndhe der kritischen Temperatur: G(g) oc &”

D.h. ,G verhalt sich im kritischen Bereich wie eine
Potenz der reduzierten Temperatur®

26.10.2009 Jan Gerit Barth



Kapitel 2: Landau-Theorie
2.1 Reihenentwicklung des Potentials

Dichten der physikalischen Grof3en:

e Ordnungsparameter D = :go(F)d °r
e AuRere Kraft K= x(r)d’r
e Landau-Funktion L(T,K,®,...) ::E(T,K(F),go(F),...)i?’r

Reihenentwicklung des Potentials/Landau-Funktion:

L=([¢,+a@)e? +b(T)p" +...+c(T) (Vo) —xp Jd*r
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2.3 Symmetriebrechung

&VTJZ v \;{_:Q;, ® XF‘ZWZ“’
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Formeln Kapitel 2
-

U -2c(M)Ap+2a)p+4b(T)p°=x (5) Og(F,F)=05(F T

(2) pl2a(m)+4b(T)p?)=x (F_F]
. exp| ———

(3) a(T)=a,(T-T.),b(T)=b 6) g(r,r)=

(4) (o)) = B[ o(F,F)SK(F) d*r
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Kapitel 3
Modell eines Ferromagneten

e Heisenberg-Operator: H __Zji'jij'+_g'ﬂszi§
e Mean-Field Naherung von Op-e-ratorprodukten |
AB = (A~ (A))B-(8))+ AB) +(A)8 - (A)(8)
~A(8)+(A)B~(A)(B)

e MFN-Heisenberg-Operator:
Hyvien =0 g By Zm
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Kapitel 3
Modell eines Ferromagneten

c- |
e Vielteilchenproblem — Einteilchenproblem
e Zustandssumme analytisch bestimmbar

e Daraus Magnetisierung als logarithmische
Ableitung nach der Temperatur

e Entwickeln in eine Potenzreihe

e Einfuhrung des spontanen magnetischen
Moments ms=VMs (Ordnungsparameter)
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Kapitel 3
Modell eines Ferromagneten

Zur Landau-Theorie aquivalente Gleichung
m, (2a(T) +4b(T)mg? )= B,

a(T) =§l—é(T ~T.), b(T)= 20" +2) +1[91ﬂ83 j(ﬂoch

120J° KgT C
Kritischer Exponent Landau-Theorie Experiment
B 0.5 0.34
Y, Y 1 1.38
o) 3 4.2
V, V' 0.5 0.65
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Kapitel 4
Zusammenfassung

e Landau-Theorie ist eine Mean-Field-Theorie
(d.h. Vernachlassigung mikroskopischer Detalls)

e \ortell: Universalitat
e Nachteil: schlechte Vorhersagen

Weiterfuhrende Literatur:

- A.V. Glasko: ,Property of the Renormalisationgroup
Operator” (Theoretical and Mathematical Physics, 2004)

- U.Kobler: ,The impact of renormalisation group theory on
magnetism® (The European Physical Journal B, 2007)
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Bose-Einsteln-
Kondensation
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Was ist ein Bose-Einstein-
Kondensat? (kurz BEC)

Ein extremer
Aggregatzustand eines
SyStemS Molecule
ununterscheidbarer Ofihe 8
Teilchen, in dem sich der ‘ g £F
uberwiegende Anteil der
Teilchen im selben
guantenmechanischen
Zustand befindet

. 0 ’ “’
P : ,' » ’
1 |
Y g
i
& ¢ 0
th
Bose-Einstein

Condensate




Dabel muss gelten:

-Teilchen sind Bosonen! d.h.
ganzzahliger Spin, symmetrische Wellenfunktion

-Temperatur niedriger als Tc !

N
T —
: (@(3/@)

E(3/2)~2.6124

2mamk

n-AJg > 2.612

- \/2nkaT

}\,311 > 2.6




What is Bose-Einstein condensation (BEC)?

High

il ! ™ Temperature T:

f thermal velocity v

. density d3
N d Y "Billiard balls"
Low

§ ﬁ,}% é ZZ Temperature T:

V\ N De Broglie wavelength

AdB=h/mv o« T-1/2
71 \/L‘ J\‘\/ 2 "Wave packets"

T=Tcrit:
Bose-Einstein
Condensation

i =d
"Matter wave overlap"

T=0:
Pure Bose
condensate
"Giant matter wave"




Bose und Einstein

1924 schreibt der indische Physiker
Satyendra Nath Bose die Arbeit ,Plancks
Gesetz und Lichtquantenhypothese”

Er schickt die Arbeit an Einstein, der diese aus
dem Englischen ins Deutsche ubersetzt und in
der ,Zeitschrift der Physik® veroffentlicht

Sein Kommentar am Ende: “"'Boses Ableitung
der Planckschen Formel bedeutet meiner
Meinung nach einen wichtigen Fortschritt. Die
hier benutzte Methode liefert auch die
Quantenmechanik des idealen Gases, wie ich
an anderer Stelle ausfuhren will.””

Im selben Jahr und ein Jahr spater legt
Einstein der preussischen Akademie der
Wissenschaften zwei Abhandlungen vor, in
denen er das Phanomen, das wir heute unter
dem Namen Bose-Einstein-Kondensation
kennen, beschreibt



Losung mit:

o nldx

S F(n)fz "exp{x} -1

O k
=
Z) =
=, (=) §=1 P

Fir Z=1, also U =0:

gn<1>=§ljn () sl

C : Riemannsche Zeta-Funktion




Isothermen des idealen Bose-Gases




Experimenteller Nachwels

« BEC 1995 aus Rubidiumatomen erzeugt

Eric Cornell Carl Wieman Wolfgang Ketterle

« 2001 Nobelpreis

7Ll 23Na 41K SZCr 85Rb 87Rb 133CS 174Yb




Erzeugung

Mithilfe von Magnetooptischer Falle (MOT)
Vorkuhlung durch Laser

Evaporatives Kuhlen

Fangen der Atome mit Magnetfeld

QSpiegel ‘

gekuhlte
Atomwolke

A\ Vakuum-
Kammer

Laserstrahl

Anti-Helmholz-Spulen



Geschwindigkeitsverteilung fur Rubidium
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Wozu ist BEC gut?

« BEC ist eine fundamentale
Grundlagenforschung! Sie ermaoglicht eine
neue Sichtweise auf die Materie!

 Phanomene wie Suprafluiditat und
Supraleitung resultieren daraus

* Man weil} nicht, was die Zukunft bringt.
Viele Moglichkeiten sind offen, wie z.B.
Quantencomputer etc.



Interferenz zweier Bose-Einsten-Kondensate

1 mm

0% 50%

Absorption

Aus dem Experiment von Wolfgang Ketterle



Quellen:

http://cua.mit.edu/ketterle group/home.htmh

Walter Greiner, Ludwig Neise, Horst Stocker
,Thermodynamik und Statistische Mechanik®

http://en.wikipedia.org/wiki/Bose-Einstein condensate

Landau Lifshiftz: ,Statistische Physik"

http://mitworld.mit.edu/video/77



Bose-Einstein-Kondensation

Die grolkanonische Zustandssumme in der Quantenmechanik ist definiert als:

21, p) = Zesal (=8 nu(en — 1)) (1)

fiir die Bosonen kénnen wir sie wie folgt umformen:

2V = Y e(-a-n)" eo(-fe-n) = T3 eo-sa-n) ¢)

Die Summe stellt dabei die geometrische Reihe dar

> (expl—Fe xp(F))" = 3 (exp(=en)s)™ = (1= zexp(=fa) " (3

mit z := exp(—ppu) Fugazitit

(4)

Aus groBkanonischer Zustandssumme kénnen wir fiir das System charakteristische Gréfien be-
rechnen, z. B. Teilchenzahl N:

0 s 1 -
N(T,V,p) = kT@ InZ = n§0 e e P (N) (5)

Da die mittlere Besetzungszahl (n;) fiir Zustand k nicht grofler als die Gesamtanzahl der Teil-
chen sein darf

0< () <N (6)
und auflerdem gilt:
(N)="> (m) (7)
ngE=0
muss folgende Beziehung erfiillt sein:
2~ hexp(fey) = exp(B(ex — p)) > 1 (8)
=€ > p Vk (9)

Das bedeutet, dass das chemische Potential stets kleiner sein muss als die Energie des nied-
rigsten Einteilchenniveaus ¢ = 0 = p < 0 und 0 < 2z < 1.Das bedeutet: Bosonen besitzen
ein attraktives Potential und das Hinzufiigen weiterer Teilchen zu dem System bendétigt keine
Energie.

Genaue Untersuchung:
Logarithmus der groflkanonischen Zustandssumme:

InZ(T,V,z) Zln (1 — zexp(—Pex)) (10)



Bei groflen Systemen kann man die Summe nach folgender Vorschrift durch ein Integral ersetzen:

> = [ gle)de (11)

mit g(e) = % Einteilchenzustandsdichte und ¥ Zahl der Zusténde im Einteilchenphasenraum

Brddp  AnV 2wV
> = / = /ﬁ@:—%4%mﬂ/wme (12)
wobei die Beziehung € = % ausgenutzt wurde.
2nV
= gle) = T3 (m)2e (13)

Der Zustand mit Energie 0 ist in dem Integral jedoch nicht erhalten und muss daher dazuaddiert
werden. Damit ergibt sich fiir InZ:

27TV 3/2 o0 1/2 27TV 3/22 o0 63/2
InZ = —F(Qm) /0 e/ “deln(1—zexp(—pe))—In(1—z) = F(Qm) gﬁ/o T oxp(3e) 1>—1n(1—z)
(14)
Analog fiir Teilchenzahl:
21V €l/? z
N(T,V,2) = =22 W/d 15
(T,V:2) h3 (2m 0 6z*lexp(ﬁe)—lel—z (15)
Die beiden Integralgleichungen kann man mit folgenden Standardfunktionen l6sen:
1 o 2" ldx
(2) = 16
9n(2) F(n)/o z7lexp(z) — 1 (16)
mit 0 < z <1, n € Rund I'(n) die Gammafunktion.
Die Funktion g,(z) lasst sich umformen zu:
[e%S) Zk
Il2) =2 1 (17)
k=1

fiir den Fall z = 1 also ¢ = 0 wird die Funktion gleich der Riemannischen Zeta-Funktion:

> 1

gull) =Y = () (18)

k=1

Wir erhalten damit fiir die beide Integralgleichungen:
Vv

InZ = F‘gg)/g(,%’) —1In(1 —2) (19)

mit A =: 2m kT Thermische Wellenlénge und
N(T,V,2) = Y gyn(z) + —— = N.+ (20)

) az_)\393/22 1_2_ € 0

Der Term N, ist die Anzahl der Teilchen im angeregten Zustand, wahrend Ny die Anzahl der
Teilchen im Grundzustand darstellt. Wichtig ist, dass die g, (z) beschrankt ist (siche Abbildung
1)! Der Definitionsbereich ist 0 < g,(2) < ((3/2) = 2,612. Es gibt also ein Maximum fir die
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Abbildung 1: Funktionen g, (x)

Anzahl der Teilchen im angeregten Zustand, ndmlich: N/ = 13((3/2)
Wir betrachten nun den thermodynamischen Grenzfall, d.h. ein grofles System von Teilchen,
fiir den gilt:

N
N — o0, V — o0, V:const

Beim Umstellen der Gleichung (20) ergibt sich:

N. N
1="c_22 21

Wir betrachten zwei Falle

1. Fall:z # 1 was bedeutet, dass Ny endlich ist und damit der Ausdruck Ny/N verschwin-
det (No/N — 0). Alle Teilchen befinden sich im angeregten Zustand.

2. Fall: z = 1 damit erreicht die Anzahl der angeregten Zusténde ihr Maximum N, = N"**. Da-
mit divergiert Ny und Ny/N wird zu einem unbestimmten Ausdruck. Die Anzahl der Teilchen im
Grundzustand ist dann Ny = N — N%*  Das bedeutet, dass der Uberschuss an Teilchen in den
Grundzustand ubergeht. Diesen Prozess bezeichnet man als Bose — Finstein — Kondensation!

Beim ersten Fall gilt:

max V
Ne < N™* = 550(3/2) (22)
bzw. A
v S ¢(3/2) (23)
Beim zweiten Fall dagegen
max V
N > N = e (3/2) (24)
bzw. A
> B/2) (25)
Der Ubergang findet also statt, wenn die Bedingung
N3
- =CG/2) (26)



erfiillt ist. Aus der Gleichung lésst sich die kritische Temperatur bestimmen, bei der die Bose-
Einstein-Kondensation ansetzt. Nach der Umstellung erhalten wir:

2/3 2
2mh

fe= <<<3/2>

Aus dem groflkanonischen Potential @, das als ® = —kT'In Z(T,V, ) definiert ist, ldsst sich
der Druck des Systems bestimmen:

ka

) kT kT kT

p=—y=- l—vln Z(T,V, u)] = 13 953(2) = S3 (1 —2) (28)
Fiir den thermodynamischen Grenzfall verschwindet der zweite Summand, da V' — oo und
In(1 — 2) endlich ist. Das bedeutet, dass die Teilchen im Grundzustand nicht zum Druck bei-
tragen. Unterhalb der kritischen Temperatur hingt der Druck weder vom Volumen noch von
der Teilchenzahl ab. Wenn man weitere Teilchen zu dem System hinzufiigt, gehen diese in den
Grundzustand iiber, ohne das sie etwas zum Druck beitragen. Die analoge Uberlegung gilt
auch fiir das Volumen. Wenn man es verkleinert, erfolgt keine Druckerhéhung, sondern die
Teilchen kondensieren im Grundzustand. Das bedeutet, dass es eine kritische Grenze fiir das
Volumen gibt. Unterhalb dieser Grenze setzt die Bose-Einstein-Kondansation an (analog wie
bei der Temperatur). Das Umformen der Gleichung (26) bei konstanter Temperatur liefert den
kritischen Wert V.

3
AL (29)

¢(3/2)
Die Isothermen des Bose-Gases verlaufen waagerecht fiir V' < V.. genau wie bei dem Van-der-
Waals-Gas, wenn ein Phaseniibergang zwischen Gas und Fliissigkeit stattfindet. Daher spricht
man auch in diesem Fall von einem Phaseniibergang jedoch im Impulsraum. Die Grenze im

p-V-Diagramm, bei der die Bose-Einstein-Kondensation ansetzt, ist gegeben durch

s PP C(5/2) 5/3 _ cons
S ey ot (30)

1
P 1
\

st'q:const.
\
\

Abbildung 2: Isothermen des Bose-Gases



BEC-BCS Crossover in Fermi Gasen
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1 Einleitung

Fermionische Systeme und insbesondere die hier betrachteten stark verdiinnten Fermi-
gase zeigen aufgrund des Pauli-Prinzips zunéchst ein zu Bosonen verschiedenes Tief-
temperaturverhalten. Anders als bei einem Bose-Einstein Kondensat werden in fermio-
nischen Systemen zunéchst alle Zustédnde bis zur Fermi Kante besetzt und es entsteht
ein degeneriertes Fermi Gas. Bei ultrakalten Temperaturen im nK Bereich finden je-
doch auch die Fermionen einen Weg, durch Paarbildung eine Art Paarkondensat zu
bilden. Diese Paarbildung kann auf zwei Arten erfolgen:

e stark gebundene Molekiile, die als Punkt-Bosonen wirken und ein Bose-Einstein
Kondensat bilden

e schwach gebundene (korrelierte) Cooper-Paare

1.1 Streutheorie

In einem verdiinnten Gas lassen sich alle Wechselwirkungen abgesehen von Stéf8en und
Streuprozessen vernachlissigen. Um also die Wechselwirkung der Teilchen im Gas zu
verstehen, muss man sich mit Streutheorie auseinandersetzen. Die Quantenmechanik
erlaubt fiir ein kugelsymm. Potential (es sei hier voraussgesetzt) die Zerlegung der
einlaufenden und auslaufenden (gestreuten) Welle in sphérische Partialwellen (siehe

(1)

< 2 4+1 ikr  —i(kr—lm)

Yi(r) = W ; i Pi(cost) [[1+ 2ik fi (k)] S— — — (1)

Der erste Term entpricht der auslaufenden Welle mit Partialamplitude f; und der
Zweite der einlaufenden Welle. Im Falle ultrakalter Atome ldsst sich die Reihe bei
Il = 0 abbrechen, da die therm. Wellenldnge der Teilchen sehr grof§ ist und somit
komplizierte Potentialstukturen gar nicht auflésen kann. Der Streuprozess lisst sich
deshalb ndhern durch eine Streuung an harten Kugeln und fiir das Streupotential
ldsst sich ein 6-Potenial setzen. Teilchenzahl- und Drehimpulserhaltung bewirken, dass
sich die Streuamplitude der auslaufenden Welle nur um eine Phase €' von der der
einlaufenden Welle unterscheiden darf. Die s-Wellenamplitude ergibt sich als

1
- k cot(do) — ik 2)

Fiir kleine k und kleine Energien ldsst sich k cot(do) entwickeln und man bricht in
0.ter Ordnung ab

fi=o

ot 5o = —% + Ok 3)

Berechnet man den totalen Wirkungsquerschnitt oor = 477(12, so kann man die
Grofle a, die s-Streuwellenlinge, auch als Maf fiir die mittl. Reichweite des Potentials
interpretieren.

2 Molekulares BEC

Im Falle einer starken Molekiilbindung der Fermionen kann man die entstandenen
Molekiile als Punkt-Bosonen auffassen. Diese bilden ein molekulares BEC, dessen Dy-
namik mit der Gross-Pitaevskii Gleichung beschrieben werden kann.

Diese Gleichung ldsst sich aus einem Schrodingeransatz herleiten, indem man fiir
die Wechselwirkung der Molekiile untereinander ein mean-field Potential ansetzt.



Es ergibt sich fiir die Molekiilwellenfunktion ¢(7,t)

FL2

—%VQ + Vir(7) + Viww (7) | ¢(7,¢) (4)

0
ih— (7, t) =
ih o 6(7,1)
¢ sei hier auf die Anzahl N der Molekiile und nicht auf 1 normiert, was durch die
folgende mean-field Naherung gerechtfertigt ist.
Diese besteht zunéchst in der Gesamt-Wellenfunktion

U, ..., TN, t) = (71, t) - d(7N, T) (5)

welche faktorisiert, d. h. man vernachlissigt alle Korrelationen der Wellenfunk-
tionen untereinander. Es ldsst sich zusédtzlich jedes Teilchen im Grundzustand des
Kondensats durch dieselbe Wellenfunktion beschreiben. Das Betragsquadrat einer auf
N normierten Molekiilwellenfunktion entspricht also der Teilchendichte am Ort . Die
s-Wellen Ndherung erlaubt fiir die Zwei-Teilchenwechselwirkung ein §-Potential zu set-

zen. Es ergibt sich aus streutheoretischer Rechnung (siehe [2]) V/(7,77) = g - 6(F — r7)
mit g = %am. Eine mean-field Ndherung fiir grofle Teilchenzahlen N fiihrt auf ein

mittleres Potential der Form

h2
T 9070 (6)
———

n(7,t)

Viww (7) =

Letztendlich folgt die Gross-Pitaevskii Gleichung, welche den Grundzustand des
molekularen BEC im Rahmen einer mean-field Theorie und der s-Wellenstreuung be-
schreibt.

h2

R 47h?
2m m

SO0 0) = |~ 5V 4 Vir () + T 007, 0 | 90750 (7

Es handelt sich also um eine nichtlineare Form der Schrédingergleichung.

Da lediglich die Molekiilwellenfunktionen betrachtet werden, ldsst sich die Gross-
Pitaevskii Theorie auf beliebige Bose-Einstein Kondensate verallgemeinern. Eine ausfiihr-
liche Betrachtung findet sich in [8].

3 Cooper-Paare

Die Cooper-Paar Bindung wurde im Rahmen der BCS-Theorie (Bardeen, Cooper und
Schrieffer 1957) postuliert, um den Effekt der Supraleitung zu beschreiben. Die Grund-
idee diese Theorie besteht darin, dass bei beliebig kleinem attraktivem Potential der
Fermi-See instabil wird gegeniiber Paarbildung . Im Falle der Supraleitung wird die-
ses attraktive Potential durch einen Austausch virtueller Phononen gegeben. Dazu ist
jedoch ein Atomgitter notwendig. Im Falle verdiinnter Gase wird das Potential durch
die Streuwechselwirkung gegeben.

Nimmt man eine Paarwellenfunktion an und schreibt die stationédre Schrédinger-
gleichung in der Form

[T +To + AV (1,2)]¢(1,2) = Ey(1,2) mit H = Ho+ MV (1,2) (8)
Entwickle (1,2) in den Eigenzustéinden des freien Hamiltonians Ho
1

¥(1,2) = ¢o(1,2) + D #n(1,2) r—p (#nl AV [9(1,2)) ()
n#0 n



Unter der Annahme, dass die freien Zustdnde ebene Wellen sind und sich das Sys-
tem in einem Kasten mit grofem Volumen befindet, ergibt sich nach ldngerer Rechnung
bei A < 0 (siehe [7]) fiir Fermionen nahe der Fermi-Kante :

27.2 2
K —ky = fm—QA mit A= R kE exp <7L2) (10)
h m ke Al lu(kr)]

Diese Gleichung sagt aus, dass der Grundzustand zweier gepaarter Fermionen (re-
prasentiert durch 52) energetisch niedriger liegt als der Grundzustand der einzelnen
Fermionen an der Fermi-Kante. Daher tritt aus energetischen Griinden eine Paarbil-
dung ein (bei einer beliebigen attraktiven Wechselwirkung). Der Effekt ist jedoch keine
Zweiteilchen-WW sondern ein Vielteilcheneffekt, was genauere Rechnungen [2] zeigen.

4 Crossover Bereich

4.1 Feshbachresonanz

Die Feshbachresonanz ist ein Resultat aus der Kernphysik (Herman Feshbach 1958),
welche sich auf die Theorie der ultrakalten Atome verallgmeinern ldsst. Es handelt
sich dabei um eine resonante Kopplung zwischen einem Streuzustand (open chan-
nel) und einem gebundenen Molekiilzustand (closed channel). Man betrachte zwei
freie streuende Teilchen mit ihrem Streupotential, dem open channel. (hier durch ein
Lenard-Jones Potential gegeben, siehe [4]). Der gebundene Molekiilzustand (das Po-
tential, das vorliegen wiirde, wenn die Fermionen zu einem Molekiil gebunden wiren)
ist mit mehreren gebundenen Zusténden auch als Lenard-Jones Potential aufgefasst
(sieche Abb 1). Wenn jetzt die kin. Energien der einzelnen Fermionen beim Streuprozess
in Summe genau auf einen der gebundenen Zusténde des closed channels ,,passt®, gibt
es eine resonant iiberhdhte Wechselwirkung und die streuenden Fermionen bilden ein
Molekiil. Wenn der Fall vorliegt, dass open channel und closed channel unterschied-
liche magnetische Momente p; haben, kann durch ein dufleres Magnetfeld der closed
channel gegeniiber dem open channel verschoben werden (Zeeman Shift Ay - B) und
auf diese Weise ,kiinstlich® immer ein gebundener Zustand mit der Summe der kin.
Energien der Streupartner zur Deckung gebracht werden. Ebenfalls kann die Kopp-
lung der Fermionen im Paar durch das duflere Feld beliebig veréindert werden, was in
néchsten Abschnitt von Bedeutung ist.

Energie

closed channel

\ AE (Energie-
unterschied)

=
\\U// r (atomarer Abstand)

open channel




4.2 Streuldnge

Die Streulénge zeigt eine reziproke Abhéngigkeit vom dufleren Magnetfeld, gegeben
durch:

C
2Mat0m(BO) - H'molekuel(BO) B — By

a(B) = ag mit der Resonanz By und C = const.

(1)
Dieser Zusammenhang ergibt sich durch eine Zerlegung des Gesamthilbertraumes
‘H in zwei Unterrdume Hp und Hq, die den closed- und den open channel beschreiben.
Die Rechnung ist in [6] zu finden. An der Formel ist erkennbar, dass a(B) in der
Feshbachresonanz B = By divergiert und im Unendlichen das Vorzeichen wechselt.

4.3 Ergebnisse der QFT und Vielteilchentheorie

Nach QFT und Vielteilchentheorie (siche [2]) der ergeben sich fiir den gap A und das
chem. Potential p in den Grenzbereichen folgende Gleichungen:

BEC-Regime:
h? mha
Be= 72ma2+7n (12)
16 Er
A — 1
37 kra (13)
BCS-Regime:
w = Er (14)
8 —T
A = — I 1
= (507m) 19)
2
Virw (7) = 4’;? an(F) (16)

Man kann diese Formeln auch intuitiv verstehen. Das chem. Potential auf der
BEC-Seite ist gegeben durch einen Bindungsenergieterm —% der Fermionen im
Molekiil und einem Wechselwirkungsterm der Molekiile untereinander. Auf der BCS-
Seite dominiert das Pauli-Prinzip unter den Wechselwirkungen und so entspricht ; dem
eines entarteten Fermigases.A enstpricht im BCS-Regime dem errechneten Resultat.
Auf der BEC-Seite hat es jedoch keine anschauliche Bedeutung mehr und ergibt sich

lediglich formal aus der Herleitung (siehe [2])

4.4 Betrachtung der Crossover Region

Die oben angegebenen Formeln kénnen nun in den Crossover-Bereich zwischen beiden
Regimes extrapoliert werden.

4.4.1 BCS-Regime

a(B) ist betragsméBig klein und negativ. Es liegt ein leicht attraktives Wechselwir-
kungspotential zwischen der Fermionen vor und damit ist die Voraussetzung zur BCS
Theorie erfiillt. Es handelt sich um ein Kondensat aus Cooper-Paaren.

(siehe Abb. 1)



4.4.2 nahe der Resonanz

a(B) divergiert in negative Richtung und die attraktive Wechselwirkung nimmt stark
zu. Bei Erreichen eines kritischen Wertes bilden sich Molekiile aus den Fermionen.
(siehe Abb. 2)

4.4.3 iiber die Resonanz

Es taucht nun in der Wechselwirkung (chem. Potential) ein Bindungsenergieterm auf.
a(B) hat im Unendlichen das Vorzeichen gewechselt und die Wechselwirkung zwischen
den Molekiilen wird stark repulsiv, die Fermionen sind jedoch in den Molekiilen ge-
bunden.

(siehe Abb. 3)

4.4.4 BEC-Regime

a(B) ist betragsmiBig klein und positiv. Es liegt eine grofie Bindungsenergie zwischen
den Fermionen im Molekiil vor und eine leicht repulsive Wechselwirkung der Molekiile
untereinander. Es handelt sich also um ein BEC aus Molekiilen, die sich leicht absto-
Ben, damit das Kondensat weiterhin eine negative Komprssibilitdt besitzt und nicht
kollabiert.

(siehe Abb. 4)

4.4.5 Zusammenfassung

Die Kopplungsstérke liasst sich durch ein dufl. Magnetfeld beliebig verdndern, was von
allem im Zusammenhang Viyw (7) a(B) begriindet liegt. Es ldsst sich somit durch
Verdanderung von B der gesamte Crossover ,,durchfahren®.

Sieht man den Crossover als Phaseniibergang an, so zeigt der folgende Graph
(sieche Anhang Abb. 5) den Verlauf der beiden Ordnungsparameter p (BEC-Seite) und
A (BCS-Seite). Man erkennt, dass es sich um glatte Funktionen handelt und damit
um einen Phaseniibergang der Ordnung 2.

5 experimentell

Der Verlauf der Streuléinge in Abhéngigkeit der Magnetfeldstérke lédsst sich experimen-
tell bestimmen. Im Anhang befindet sich ein Resultat aus der Gruppe von Wolfgang
Ketterle (MIT) (siche Abb. 6 und [10]):

Man erkennt, dass der theoretische Verlauf durch die Messung deutlich widergege-
ben wird.

6 Ausblick

Ein Studium des Crossovers kann helfen, extreme Materiezusténde, wie sie in Neutro-
nensternen oder im Quark-Gluon-Plasma vorliegen, besser zu verstehen. Es handelt
sich in beiden Féllen um ein Cooper-Paar-Kondensat aus Quarks, wobei die notwendi-
ge attraktive Wechselwirkung durch Gluonenaustausch gegeben ist. Die Moglichkeit,
die Kopplung zwischen Cooper-Paaren mit einem &ufleren B-Feld zu verdndern und
insbesondere zu verstirken, kann helfen, die Prozesse in Hochtemperatursupraleitern,
in denen Cooper Paare wesentlich stérker gebunden sind, kiinstlich zu erzeugen und zu
studieren. (siehe[11]) Aber auch der Crossover selbst ist immer noch ein sehr aktuelles
Forschungsgebiet sowohl in der Theorie als auch im Experiment.
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1.1 Paarbildung

« Paare aus Fermionen: ganzzahligen Spin und damit
Bosonen

« BEC aus Paaren von Fermionen
« Moglichkeiten:

stark geb. schwach geb.
Molekule Cooper Paare
BEC BCS

11/13/09 Sven Meyer



1.2 ein wenig Streutheorie

WW der Fermionen untereinander durch Streuprozesse
Wellen-Fkten der Ausgangsteilchen:

1 &20+1
2m)*"”° & 2ik

W, (r) = P,(cos())|[1 + 2ikf, (k)]
s

ikr ei(kr—l:r) ]

(Partialwellenentwicklung fur kugelsymm. Potential)

« Ultrakalte Temp. : Abbruch bei /=0 (nur s-Wellenstreuung tragt
bei)
e entspricht Streuung an kugelsymm. Pot.

« Teilchenzahl und Drehimpulserhaltung — auslaufende Welle darf
sich nur um Phase §,(k)von einlaufender Welle unterscheiden

11/13/09 Sven Meyer



Streulange

1
~ kcot(8,) - ik

Partialwellenamplitude s-Welle: Jizo

1
Entwickle fir sehr kleine k in O-ter Ordnung: kcotd, =-—+ O(k*)

oo
0<2

Totaler Wirkungsquerschnitt: o, =f dQ =ﬂf,=0\2d22 ~ 4ma’

(Streulange entspricht Mal} fur die Reichweite des Streupotentials)

kl dient Parameter des Crossovers
FCI

kra bzw.

11/13/09 Sven Meyer



2.1 Molekulares BEC

« Stark gebundene (molekulare Fermion-
Paare)

* Molekulares BEC
 Kkritisches attraktives Potential notig

* Dynamik beschrieben durch Gross-
Pitaevskii Gleichung

11/13/09 Sven Meyer



Verwendete Formeln

2

ih%qﬁ(r,t) = |- h—A +V . (r)y+V, (r)]qb(r,t)

2m

Cl C2

~ 13 = =6
= F =7

VLJ(?J?:') =

Vr,r')=g-o(r-r")

2

ihaiflﬁ(f”lf) = [—h—A +V, (F)+ g'\(/ﬁ(f,f)\z ]qﬁ(f’,f)
t 2m

2
¢> g = d5th a

m

V() =(V(F, 7)) = (|V (F,F")
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3.1 BCS Theorie

Bardeen, Cooper, Schrieffer (PR 108, 5, 1957)
Paarbildung bel bel. kleinem attraktiven Potential
 WW durch Streuung der Fermionen

Schwach gebunden mit Bindungslange >> mittl.
Atomabstand

Vielteilcheneffekt

11/13/09 Sven Meyer



Verwendete Formeln

7. +7, + A-v1.2) }yw(1,2) = Ey(1,2) H=H,+A-V(12)

w12 =702+ 30,02 ——(p, h-Vp(.2)

1_ iuw» d§\<ﬂ ety

A Viki-k* f(zn)

K2=k;—m—2A A=h2k;~ex - 4.1312 5
7 m ke | A (k)

11/13/09 Sven Meyer



4.1 Feshbach Resonanz

« Herman Feshbach (1958): Prozess, bei dem Schwerpunktsenergie
einer Streuung gerade so grol} ist wie die Energie eines
gebundenen Molekulzustands der Stol3partner

g g I
g g

Hier: Atomarer Streuzustand (open channel) koppelt mit Molekulzustand
(closed channel)

11/13/09 Sven Meyer



Betrachte freie streuende

Teilchen

Zwei Potentiale:
open channel (Streupotential)

closed channel (Molekulpotential) \ / @ AE (Enirgi(;a)-
unterschie

Gilt:

Ecoll = E BS

Feshbach Resonanz

Durch auf’. Magnetfeld und
verschiedene magn. Momente:

Verschiebung der Potentiale

gegeneinander moglich

Zeeman Shift;

11/13/09

Au-B

genauer

Energie

closed channel

\U/ r (atomarer Abstand)
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4.2 Streulange

« B-Feld andert Streulange
* Quantenmech. Rechnung unter s-Wellenbed. fuhrt auf:

C 1

a(B)=a, -

Zluatom (BO) - Aumolekiil(BO) B - BO

Divergenz bei B=B, !!

Ty s - - - -

0

dg

Nutze a(B) als Parameter zur

Beschreibung des Crossovers BEC

e - - - - e - e e - - - ---——-a4

11/13/09 Sven Meyer



Gases”, Course CLXIV, Varenna, 20 - 30 June 2006 Wolfgang

4.3 der Crossover

« Vielteilchentheorie und QFT liefert folgende Ergebnisse
« [siehe ,Making, probing and understanding ultracold Fermi

Ketterle and Martin W. Zwierlein]

BEC Seite
= 7 N ah’a .
2ma’ m

Ao /16 E;
3 kpa

11/13/09

BCS Seite
U= EF
A = ﬁzexp i
e 2kF‘a‘

Sven Meyer




BEC-Seite

Ll
|
|
|
I
|
1
|
|
I

- - e e -- -

0

dg

e - - - o e - - e - -

T
\J

BEC

v(r)
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a(B) klein
a(B)>0

h’ mh’n
— +
2m(a(B))’ m

o= a(B)

» Bindungsenergie grol}
* kleine (nicht verschwindende)
repulsive WW

—Bose Einstein Kondensat aus
stark gebundenen Molekulen




nahe der Resonanz

a(B)>>0

o T e - -

h’ mh’n
— +
2m(a(B))’ m

u= a(B)

ag

BCS BEC
» Bindungsenergie gegen 0
* sehr grol3e repulsive WW

zwischen Molekulen

e
b - - - - - -

— Fur B=B,:
Molekulbindung bricht auf;
Bindungsenergie

.- verschwindet aus chem. Pot.
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uber die Resonanz

a(B) wechselt Vorzeichen
a(B)<<0

- ——

e e T e e -

0

oo i’ n

ww

a(B)

ag

m

BEC

 WW-Potential wird stark
attraktiv

» Achtung: keine Molekule mehr,
sondern freie Fermionen

e e

— Freie Fermionen beginnen
durch attraktive WW Cooper-
Paare zu bilden (BCS

s Theorie)

11/13/09 T - Sven Meyer




BCS-Seite

a(B)<0

P .

ah’n

V —

ww

a(B)

ag

BCS BEC

 WW-Potential bleibt
attraktiv

» Grof3teil der Fermionen
liegt als Cooper Paare vor

e I
b - - - - -

V()

— Kondensat aus Cooper Paaren
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Zusammenfassung

* Durch aulReres Magnetfeld lasst sich Streulange
und damit Kopplung der Fermionen beliebig
andern

e Mit N S

lasst sich gesamter Crossover ,durchfahren®

11/13/09 Sven Meyer



B graphisch

chem. Potential und
,energy gap“ in Ab-
hangigkeit der inversen
Streulange

Betrachte den Crossover als Phasentbergang mit y und A als Ordnungspara-
metern — glatter Phasenubergang mind. von Ordnung 2

11/13/09 Sven Meyer
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|

Scattering Length ala,
|

O 0.12G/ms
¥ 031 G/ms
® -0.068G/ms

5. experimentell

b)

900

B,=907G

e)

A R T T T .

1170 1180 1190 1200

B,=1195G

Relative Streulange Uber Magnetfeld aufgetragen fur BEC aus Natriumatomen

J. Stenger, S. Inouye, M. R. Andrews,* H.-J. Miesner, D. M. Stamper-Kurn,
and W. Ketterle ; Phys Rev. Lett. 82 ,12 (1998)
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6. Historisches

« 1908: Kamerlingh Onnes He-4

* 1956: Bardeen, Cooper, Schrieffer BCS-Theorie fur
Supraleitung

* 1969: Eagles (Theorie: Kondensat aus Cooper
Paaren)

« 1980: Leggett, Nozieres, Schmitt-Rink (Theorie des
Crossover)

« 1999: erstes entartetes Fermi-Gas (Jin,
Boulder)

« 2003: erstes molekulares BEC (Boulder,
Innsbruck, MIT etc.)

« 2004: erstes BCS Kondensat (Jin, Boulder)
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7. Ausblick

Vergleichbare Systeme:

 Neutronensterne
* Quark-Gluon-Plasma
* Hochtemperatursupraleitung

Modelle basierend auf dem Crossover/atomaren Cooper
Paaren konnten diese aktuellen Forschungsgebiete
vorantreiben

11/13/09 Sven Meyer
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1 Stochastische Prozesse

1.1 Definition

Sei X Zufallsvariable verteilt mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion Py (x) fiir die Realisie-
rung x. Dann nennt man eine Funktion

Yx(t) = f(X,1) (1)

einen stochastischen Prozess. Fiir einen speziellen Wert x der Zufallsvariablen X erhélt
man eine normale Funktion

Yo(t) = fla,t) (2)
die man als Realisierung bezeichnet. Der Erwartungswert von Y(t) iiber alle Realisierun-
gen ist wie gewohnt

(1) = / Y, (t) Py (x)da (3)

1.2 Hierarchie von Verteilungsfunktionen

Die Funktion P,(y1, t1;...; Yn, tn) bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, dass zu den jeweiligen
Zeitpunkten ¢; die Variable Y den Wert y; annimmt:

Po(y1,t1; .o Yy tn) = /5(y1 =Y. (t1)) - ... 0(yn — Ya(tn))Px(x)dx (4)
Die Menge der Funktionen P, nennt man Hierarchie und hat die folgenden Eigenschaften:
« P,>0
e P, ist invariant unter Austausch zweier Wertepaare (y;,t;),(y;,t;).

/Pn(ylvtl;-“;yn;tn)dyn = Po1(y1,t15 o Yn—1, tn-1) (5)

J Pi(yr, t1)dy = 1

1.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Zur Notation: Pyj1(ya,t2|y1,t1) ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter der Voraussetzung,
dass Y zur Zeit t; den Wert y; angenommen hat, Y zur Zeit ¢, den Wert y, annimmt
(also: von rechts nach links).

Allgemein gilt der Satz von Bayes in seiner anschaulichen Form:

Pr(yit1; - Uk te) Pok (W 15 s 15 -0 Unrts Tt |91, E15 - Uno tr) = Pept(W1, t15 -5 Ynorts tert)
(6)
Die Wahrscheinlichkeit fiir alle & + [ Wertepaare ist die Wahrscheinlichkeit fiir das
Erreichen der ersten k Paare multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit, dass unter dieser
Voraussetzung die anderen [ Paare erreicht werden.



2 Markov-Prozesse

2.1 Definition

Ein stochastischer Prozess heif3t Markov-Prozess, falls fiir jede mogliche Kombination von
n Zeitpunkten mit t; <ty < ... < t, gilt:

P1|n—1(yn7 tnlyly tl; <3 Yn—1, tnfl) = P1|1(yn7 tn|yn717 tnfl) (7)

Die Funktion P|; definiert dann eine Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen zwei Zustéinden,
die jeweils nur vom aktuellen Zustand abhéngt. Deshalb lésst sich die komplette Hierarchie
eines Markov-Prozesses durch die beiden Funktionen P und Py, erschlieflen.

2.2 Chapman-Kolmogorov-Gleichung
Beispielsweise léasst sich P3 so bilden:
Ps(y1,t15y2, tos ys, t3) = Pr(yu, t1) Pua (e, ta|yr, t1) Pu (s, tslye, t2) (8)

Integriert man nun iiber y, und nutzt Gl. (5) so erhélt man

Py(y1,t1;y3,t3) = Pl(yl,tl)/P1|1(y3,t3|y2,t2)P11(y2,t2|y1,t1)dy2. 9)

Teilen wir durch P, (y;,t1) und benutzen Gl. (6) so erhalten wir die Chapman-Kolmogorov-
Gleichung:

Py (ys, tslyr, th) :/Pl1(y3,t3|y2,t2)P1|1(y27t2|?/1,tl)d?/2- (10)

Anschaulich summiert man also, wenn man die Wahrscheinlichkeit eines Ubergangs
zwischen ¢, und t5 sucht, iiber alle moglichen Werte zu einer Zeit to, die dazwischen liegt.

2.3 Stationire Markov-Prozesse

Bei stationdren Prozessen hdngt P; nicht vom betrachteten Zeitpunkt ¢; ab und die
Ubergangs-wahrscheinlichkeiten nur von der Zeitdifferenz 7 = t; — ¢;. Dies lésst eine
einfachere Schreibweise fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten zu:

17 (yalyr) = Pija(ya, talyr, th) (11)

T. ist die Ubergangswahrscheinlichkeit von %, nach y, in der Zeitspanne 7. G1. (10) lisst
sich dann so schreiben:

Trir (yslyn) = /TT’(y3|y2)TT<y2|y1)dy2 (12)



3 Die Master-Gleichung

3.1 Herleitung aus der Chapman-Kolmogorov-Gleichung

Nun betrachtet man die Chapman-Kolmogorov-Gleichung fiir infinitesimale Zeiten 7 — 0.
Man erhélt den folgenden Ausdruck, wenn man 7 in einer Taylor-Reihe entwickelt:

Tr(yalyr) = (1 = ao(y1)7)0(y2 — w1) + 7W (y2]y1) + O(7?) (13)

Der Faktor (1 — ag(y1)7) beschreibt die Wahrscheinlichkeit fiir keinen Ubergang, d.h. ag
ist die Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit, dass irgendein Ubergang stattfindet.

aoly1) = / W (yly2)dy (14)

Analog ist W (ys|y,) die Wahrscheinlichkeit pro Zeit fiir den betrachteten Ubergang. In
erster Naherung ist die gesamte Wahrscheinlichkeit propotional zur Intervallgrofie 7. Die-
sen Ausdruck setzt man nun in Gl. (12) fir 7, ein und erhélt

Tr e (yslyr) = (1 — ao(ys) ™) Tr (ysly1) + T//W(y3’y2)TT<y2’yl)dy2' (15)

Teilt man durch 7" und fithrt den Grenziibergang 7 — 0 durch erhilt man auf der linken
Seite den Differenzenquotienten fiir 75 (ys3|y;)

T (y3|y1)

D) [ (O ol T nlon) — W (sl s ol ) (16)

Dies ist die Master-Gleichung. Bezeichnet man T (y2|y1) = P(y2, 7) und nennt noch die
y um ergibt sich die bekannte Form:

OP(y,t)

ot /(W(y|y’)P(y’,t) — W(y'ly) Py, t))dy’ (17)

Fiir diskrete Zusténde y,, = n erhélt man die Summenform

apaLt(t) _ Z(Wnn/pn/ (t) — Winpn(1)). (18)

n/

Die Master-Gleichung beschreibt die zeitliche Entwicklung der Besetzungswahrscheinlich-
keit eines Zustands als Summe aus Ab- und Zufliissen von anderen Zustianden.

3.2 Losung der Mastergleichung
3.2.1 W-Matrizen

Definiert man die Matrix
k

3



ldsst sich die Mastergleichung in diskreten Zustéinden auch als

p(t) = Wip(t) (20)

schreiben, wenn p(t) der Vektor aller n Zusténde ist. Zwei Eigenschaften solcher W-
Matrizen sind:

o W, >0Vn#m
o> Wy, =0Vm

Da an W aufler diesen beiden Eigenschaften keine Anforderungen gestellt werden
konnen (wie Symmetrie, Tridiagonalform etc.), ist die Losung dieses Eigenwertproblems
im Allgemeinen nicht leicht. An der zweiten Eigenschaft sieht man jedoch, dass W einen
linken Eigenvektor (1,1, ..., 1) mit Eigenwert 0 hat. Daraus folgt, dass es auch immer einen
rechten Eigenvektor & mit Eigenwert 0 geben muss, also immer eine stationédre Losung.

Wo =0 (21)

3.2.2 Reduzierbarkeit

Falls man durch Umordnung der Zustédnde die Matrix W auf die Form

49

bringen kann, wobei A und B quadratisch sind und selbst den Eigenschaften der W-
Matrizen geniigen, nennt man W vollstdndig reduzierbar. Es gibt dann zwei orthogonale
Losungen mit Eigenwert 0, ndmlich

(%‘) und ( @OB) : (23)

Dies entspricht zwei Subsystemen zwischen denen keine Ubergénge maglich sind.
Lésst sich lediglich die Form
A D
(0 B) (24)

erreichen, worin sowohl B als auch D keine W-Matrizen mehr sind, nennt man W
(unvollstiandig) reduzierbar. Die Losung

)



gibt es weiterhin. Fiir Zusténde, die dem nicht abgeschlossenen System B zugeordnet
werden koénnen, gilt jedoch

d
priC ; By py (26)

und fiir die gesamte Wahrscheinlichkeit fiir die Besetzung eines Zustandes auflerhalb von

A folgt
S =Y Bun) = X (B =~ (Dl (20)
b b 4 4 b 14 a

Das heifit die Zusténde in B verlieren an das System A iiber die Ubergangswahrscheinlichkeiten
in D. Der einzige Gleichgewichtszustand ist hier also der Eigenzustand zu A.

3.3 Detalilliertes Gleichgewicht

Fiir ein abgeschlossenes, isoliertes System gilt unter den folgenden Voraussetzungen soge-
nanntes detailliertes Gleichgewicht:

e Die Hamiltonfunktion ist eine gerade Funktion in den Impulsen.

e Die betrachtete Zustandsgrofe ist eine gerade Funktion in den Impulsen.

Daraus folgt Invarianz unter Zeitumkehr, d.h. nach der Koordinatentransformation

t=—t g=q Dp=-p (28)

sehen die kanonischen Bewegungsgleichungen in den gestrichenen Koordinaten gleich aus.
Fassen wir ¢ und p im Vektor x zusammen und meinen mit ™ den Wert von x nach einer
Zeit T ergeben sich folgende Identititen:

(@) =z 2T =37  Yi(t)=Yo(-1) (29)

Im Gleichgewicht soll auBerdem die Gleichgewichtsverteilung p¢(z) invariant unter der
obigen Transformation sein. Damit ergibt sich

E@ﬁwwﬁI:/(m—n@ﬁ%—EvMﬂﬂm

_ / 51 — Ya(0))8(yz — Yo(—7))pE (x)d
= P(y1,0;92, —7) = Ps(y1,7;92,0)

)
Sy — Y2 (0))(yn — Ya(r))pl(2)da

Mit dem Satz von Bayes und fiir stationdre Markov-Prozesse lésst sich dies als

T (y2lyr)p®(y1) = Tr(y1ly2)p° (y2) (30)

schreiben. Dies nennt man detailliertes Gleichgewicht. Fiir Systeme unter den obigen Vor-
aussetzungen verschwindet also im Gleichgeicht jeder Summand in der Mastergleichung
einzeln.



3.4 Das H-Theorem
Uber eine beliebige Funktion f(x) mit den Eigenschaften
0<z<oo f(x)>0  f"(2)>0 (31)

definiert man eine Funktion

Hip) =Y parely o, ) (32)

j2 j2s

Man betrachtet nun die zeitliche Ableitung:

dH (%)

7 - Zf,(xnann’pn’ - Wn'np")

= S Wb f(0) = e f ()

Aus detailliertem Gleichgewicht folgt, dass die folgende Summe fiir beliebige Zahlen
o, verschwindet
> Wl (0t — i) = 0. (33)

Wihlt man «,, = f(z,) — 2, f'(x,) und addiert dies dazu, so erhélt man
dH(t
) S Wty (e — 2 F ) + (@) — @), (34)

Aus der Konvexitét von f folgt, dass der Ausdruck in der Klammer immer kleiner gleich
Null ist. Gleichheit gilt nur fir x,, = x,,. Da aber H(t) > 0, muss sich H im Gleichgewicht
auf 0 einstellen.
Wenn man f(z) = x log(x) wihlt, dann kann man das entsprechende H mit der
Entropie S identifizieren:
S =—kyH + 5 (35)

Sp ist die Entropie im thermodynamischen Gleichgewicht. Das H-Theorem sagt dann
also aus, dass sich S nur Erhchen kann (im abgeschlossenen, isolierten System) und im
Gleichgewicht maximal ist mit S = S.

3.5 Realisierung des Ising-Modells mit Markov-Chain-Monte-
Carlo-Methoden

Als Anwendung eines Markov-Prozesses, der detailliertes Gleichgewicht erfiillt, betrachte
man ein zweidimensionales Spingitter von N x N Gitterplédtzen mit periodischen Rand-
bedingungen ohne &ufleres Feld. Im Ising-Modell beschrankt sich die Wechselwirkung der
Spins auf die jeweils néchsten ier Nachbarn. Der Hamiltonian ist

H(S)=-J> 88, (36)

6



mit S; = +1. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten pro Zeitschritt konstruiert man nach
dem MRRTT-Proposal-Acceptance-Algorithmus'

5 p(S5)

W(S,8) =10(5 — |S — ') min(1, Z ) (37)
pro?;)sal _,M/
acceptance

Hierbei beschrankt die ©-Funktion den Abstand |§ s | zweier Konfigurationen auf o.
Hier heifit das, dass man sich pro Zeitschritt nur einen einzelnen Spin anschaut. Mit der
Wahrscheinlichkeit v = 0.5 schlégt man einen Spinflip vor bzw. belésst die Spineinstellung.
Falls ein Spinflip vorgeschlagen wird, berechnet man die Wahrscheinlichkeit, diesen zu
akzeptieren mit dem thermischen Boltzmannfaktor

LGN (38)
p(5")

Energetisch giinstigere Konfigurationen werden immer akzeptiert. Durch variieren der
Temperatur erhélt man so Spingleichrichtung fiir kleine Temperaturen und weitgehende
Auflésung der Ordnung fiir hohere Temperaturen (vgl. Abb. (1)).

!Benannt nach Metropolis, Rosenbluth, Rosenbluth, Teller und Teller (jeweils Ehepaare)

7
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Abbildung 1: Abhéngigkeit der Spinordnung von der Temperatur
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Langevin Equation and
Fokker-Planck-Equation?

Introduction

Systems with noise and fluctuations are common in physics. Examples include:
Brownian motion, order parameter at phase transitions, thermal noise in elec-
trical circuits, dielectric relaxations and many other. A lot of examples can also
be found in biology and economy.

There are two natural approaches to describing such systems:

1. Suppose we are interested in some observable V(t). One thing we could
do, is to set a stochastic differential equation of motion for V(t). In general, we
will have something like:

DV () = AV.0)+ BV.0n() )

with A(V,t) and B(V,t) being some deterministic functions and 7(¢) a stochas-
tic process, representing the noise.

This approach is known as the Langevin approach and the stochastic differ-
ential equation as a Langevin equation

2. The second possibility is not to work directly with the observable V (),
but rather with its probability distribution P(V,t). We can then try to set up
an equation of motion for the distribution. In general, will we have something
of the form:

O P(V,t) = AP(V,t) (2)

where A will be some operator including differentiation and integration of P(V,t).
Examples of such equations are the Master equation and Fokker-Planck equa-
tion.

Here we will deal with the Langevin and Fokker-Planck equations.

IThis is a short recap of a talk given on 20.11.2009 at a statistics seminar at the University
of Heidelberg. This work is nmot meant as a substitute for the talk itself. Some examples,
derivation steps and discussions are hence missing.



The Langevin approach

In 1907 Langevin wrote the prototype of a stochastic differential equation in his
work on Brownian motion.

d _ 3 _
m%v(t) = —mkd(t) + f(t) (3)

This equation is nothing more than Newton’s second law with a friction term
—mk?(t) and a fluctuating force f(¢). For different physical systems one can
find equations, which are essentially the same. For example:

d

LZI(t) = —RI() +v(t) (4)
d . QW

2Q() = —%2 + (1) )

Equation (4) can be used to describe the thermal noise in an electrical resistor
and (5) the charge on the capacitor in a RC-circuit. There are, of course, many
other examples.

To stress the generality of the methods, I will work with the equation

%V(t) — —aV({t) + bn(®) (6)

where V (t) is some observable we are interested in, n(t) is the stochastic pro-
cess, causing the fluctuations, and a, b are constants dependent on the concrete
physical situation. Equation (6) is the linear Langevin equation.

A straight forward solution of (6) gives:

V(t) = Voe o + be " / dt'e™ n(#) 7)

It is now important to remember that 7(t) is a stochastic process, so the only
meaningful thing is to talk about averages < ... > over ensembles. Central to
the Langevin approach are the following assumptions about the noise term:

1. < n(t) >= 0, i.e. the noise is totally random and does not cause a drift
in any particular direction.

2. < V(t')n(t) >= 0, which means that n(¢) is independent of V' (t') for t > ¢

3. < n(t)n(t') >=TH(t —t') i.e. the noise at different times ¢ and #’ is not
correlated. This assumption is reasonable only when we are interested in
the behavior of the system at time scales, which are much larger than the
single fluctuations.

4. n(t) takes its values from a Gaussian distribution. This assumptions is
necessary because, in general, the specification of the first and second
moments in 1. and 3. doesn’t uniquely determine the distribution of 7)(t).



A noise term satisfying 1. - 4. is Gaussian white noise and is sometimes called
a “Langevin force”. These assumptions are central to the Langevin approach
and are always to be assumed, when talking about Langevin equations.

We can now go back to our solution (7) and using the assumptions above
obtain:

<V(t) >= Voe (8)

t t
<V3(t) >= voﬁeﬁawb?e’m/ dt'/ dt" e+ <t )(t") >=
0 0

b’T
2 _—2at —2at
=Vje + —(1—e 9
; — ) ©)
From equation (8) and (9) we see:
e fort > % the mean and the second moment are independent of the initial
condition V5. We can hence interpret é as the relaxation time of the
system.

e for a < 0 both the mean and the second moment will grow exponentially
and we will not get a stationary state.

e when a > 0 and ¢ > % we get:

<V({t)>=0 (10)
b1
2
) >= — 11
<Vt >= (1)
Since n(t) was assumed Gaussian, V' (t) will also be normally distributed and,
b’r

after relaxation, the mean will be 0 and the variance %_-.

Example

We can now go back to the original Langevin equation (3) and
rewrite it in the form:

d 1 -
—0(t) = —rKo(t) + —f(2
So(t) = —ka(t) + — (1
Using the solutions above, for ¢ > %, we get< 0% >= 27};25. For t >
% we also expect the Brownian particle to relax in a thermally
distributed state, where equipartition holds: %ﬁ% = 3kpT.

Plugging in the expression for < 92 > gives:

I' = 6smkpT



This is known as the Einstein-relation. It is the simplest form of the
fluctuation-dissipation theorem, linking the friction (dissipation)
coefficient x with the fluctuations coefficient I'.

We can make a short summary of the Langevin approach. Suppose we have
some system with fluctuations, which we can assume as Gaussian white noise.
In describing it we can proceed as follows:

1. write down the macroscopic deterministic equation of motion
2. add a Langevin force 7(t) to the deterministic equation

3. adjust I" until the stationary state reproduces the observed mean square
fluctuations.

Note that the fluctuations don’t need to be thermal and a Langevin force can
be added even when the cause of the noise is unknown (but can be justified as
Gaussian white noise!).

The Fokker-Planck-Equation

Now, instead of using the observable itself, we will start with its probability
distribution P(V,t). As long as the fluctuations can be assumed as a Markov
process, we can write the Master equation for the system:

0
5L Vit) = /dV'[W(VIV')P(V’,t) — WV V)PV, )] (12)

Equation (12) has the disadvantage that the time evolution of P(V,t) is
governed by all states V’ and hence all transition probabilities W (V|V'). In
practical terms these are difficult or impossible to find. The basic idea behind the
Fokker-Planck-equation (FPE) is to assume that the time evolution of P(V,t) is
influenced only by states V’, which are close to V, i.e. we assume “small steps”
in the transitions. Let us first write the Master equation in terms of the “step
size”.

Define: W(V +r|V) =: w(V,r). We can now rewrite (12):

0

&P(M t) = /dr[w(V —r,r)P(V —rt) —w(V,r)P(V,t)] (13)

Assumptions for “small steps” in mathematical therms:
1. w(V,r)=O0for |r| >¢
2. w(V+AV,r) = w(V,r) for |AV] <e

Now we can make a Taylor expansion of w(V —r,r)P(V —r,t) around V:

w(V —r,r)P(V —rt) = Z (_7;)” aa‘:nw(V, r)P(V,t) (14)
n=0 ’



For the Master equation we get:

Qp(v,t):/drz[(*r)n O (VR PV, ) =

ot —" nl V"
= (=1 om
_;T! 8Vnom(V)P(VJ) (15)

with

an (V) ::/drr”w(V,r)

Equation (15) is known as the Kramers-Moyal expansion. To get to the
Fokker-Planck-equation we have to further assume that the solutions P(V,t),
we are interested in, vary slowly with V.2 Thus, we can take only terms up to
second order and obtain:

0 0 1 02
aP(Vat) = —Wal(V)P(Vat) T ™

This is the general Fokker-Planck equation.

To understand its properties and advantages we must take a closer look at
a1(V) and as(V):

(V)P(V,t) (16)

1

(V) = / drrw(V,r) = / AV (V' —VYW(V'|V) = / V' (VIV) fim

Pl‘l(V,,t‘FAt‘Vv, t) =

<AV >y

_ - 1 !/ !/ ! — y
Similarly one obtains:
< (AV)E >y
wa(V) = fim = x 8

We can now make some important remarks:

e for the FPE we don’t need all transition probabilities W (V’|V') but just the
functions a1 (V) and az(V), which we can obtain from finding < AV >y
and < (AV)? >y for small times At. Plugging these in the FPE will give
us the long time behavior of the system.

e the FPE is a partial differential equation and although not generally solv-
able, it is easier to handle than the integral-differential Master equation

e the first term on the right hand side of the FPE can be identified as a drift
term and the second one as a dissipation term.

2Allowing only terms up to second order can also be justified by the Pawula theorem,
without making any further assumpions



The connection between Langevin and FPE

We will now find the FPE corresponding to the linear Langevin equation (6)
and show that it gives the same results.
We can rewrite equation (6) in the form:

t+At

AV = —aVAt+b / dt' n(t")

t+At

= <AV >= —aVAt+b / dt" < f(t') >= —aV At

= Ozl(V) =—aV (19)

Similarly, by averaging and dropping terms of order At¢2, one finds:

as (V) = b°T (20)
Plugging (19) and (20) in the general FPE gives:
0 0 v’r o?
—P(V,t)=a—=VPV,t)+ — —=P(V,¢t 21
9PVt = 0 VP, 1)+ S PV 1)

This is the linear FPE corresponding to the Langevin equation (6). To see
that it gives the same results as obtained in (8) and (9), we have to solve (21).
The idea of the solution is to transform the variables V' and ¢, in order to get
the familiar heat equation, whose solution we know.

Define the new variable v = Ve® and set Y (v,t) := P(Ve ?,t). This
transforms equation (21) into:

0 b’T 2at 02
EY(V, t) = (IY(V, t) —+ 76 WY(I/, t) (22)
Setting Z (v, t)e™ =Y (v, t), further transforms (22) into:
o T ., 0
&Z(V7 t) = 76 wz(y, t) (23)

With the new time variable dr = ¢?**dt and 7 = 5= (¢?** — 1) we obtain the
heat equation:

0 b2 H2
87-Z(V’ T) = TWZ(V’ 7) (24)
with the known solution:
1 v—vg 2
Z(v,T) = N - (25)

Vb2t

By substituting back the old variables we obtain for the distribution:



1 _ —at\2
PW,1) = cap{— )

RO e2ary o PE(L—em)

} (26)

From the solution above we clearly see that P(V,t) is a Gaussian distribution

with mean < V/(t) >= Vpe~* and variance o2 = £L(1 — ¢=2%). From this we
obtain the second moment
2
< V2(t) >= O'2+ < V(t) >2: V2672at + bl(l o 672at)
0 2a

These are exactly the same solutions (8),(9) as in the Langevin approach.

Conclusion and further reading

We have shown that, for the linear case, the Langevin equation and the Fokker-
Planck equation give the same results. These linear equations are applicable in a
wide range of physical systems. Furthermore, some more complicated non-linear
cases can be reduced to linear ones.

Some useful further reading includes:

o “Statistische Mechanik”, Schwabl - for an introductory discussion of the
applications in critical dynamics, chemical reactions and super-symmetric
quantum mechanics.

e “Stochastic Processes in Physics and Chemistry”, Van Kampen - for fur-
ther details concerning non-linear equations, discussion of non-Gaussian-
and “colored’-noise.

e “The Langevin equation with applications in physics, chemistry and elec-
trical engineering” W.T. Coffey et alii. - for direct applications of the
Langevin approach.

o “The Fokker-Planck equation, Methods of solution and applications”, H.Risken
- for direct applications of the Fokker-Planck equation.

Please report errors, write critique or ask questions at: R.Doganov@stud.uni-
heidelberg.de
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1. Einleitung

1 Einleitung

1.1 Aufbau des Seminarvortrags

Thema dieses Seminarvortrages ist das Ising-Modell. Besonderes Augenmerk wird hierbei
auf die Beschreibung des Ferromagnetismus mittels des Ising-Modells gelegt. Nach einer
allgemeinen Definition des Ising-Modells wird nach einigen Vereinfachungen zuerst der
eindimensionale Fall detailliert durchgerechnet. Anschliefend werden die Ergebnisse des
zweidimenionalen Ising-Modells prasentiert und anhand dieser der Phaseniibergang zwi-
schen Ferromagnetismus und Paramagnetismus gezeigt.

Bei dieser Ausarbeitung handelt es sich nur um eine kurze Zusammenstellung der Er-
gebnisse des zweidimensionalen Modells. Fiir die genaue Herleitung wird auf mein lange
Ausarbeitung verwiesen, in der das zweidimensionale Modell vollstdndig durchgerechnet
wird.

Diese kann unter http://dl.dropbox.com/u/2623003/Ising%20Modell.zip herun-
tergeladen werden.

1.2 Historisches

Das Modell wurde erstmals 1920 von W. Lenz zur Beschreibung des Ferromagnetismus
vorgeschlagen. Er iibergab die l16sung des Problems an seinen Studenten E. Ising, der 1925
eine Losung des eindimensionalen Modells veroffentlichte. Leider blieb in einer Dimension
der erhoffte Phaseniibergang aus was Ising dazu veranlasste sich nicht weiter mit dem
Modell zu beschéftigen. Das Interesse der physikalischen Gemeinschaft am Ising-Modell
erwachte wieder, als R. Piers 1936 einen Existenzbeweis eines Phaseniibergangs im zwei-
dimensionalen Ising-Modell erbrachte. Es dauerte jedoch weitere 5 Jahre bis L. Onsager
1941 eine erste exakte Losung des Ising-Modells veroffenlichte. Diese sehr komplizierte
Losung wurde dann im Jahre 1949 von B. Kaufman mit Hilfe der Spinoranalysis stark
vereinfacht. Erst 1952 gelang C.N. Yang die Herleitung der spontanen Magnetisierung, des
ineteressierenden Ordnungsparameters, wodurch wodurch der Phaseniibergang eindeutig
und endgiiltig untermauert wurde. In den nachfolgenden Jahren kam die sogenannte kom-
binatorische 16sung auf, die heute in den meisten Lehrbiichern zu finden ist. Eine weitere
bedeutende Losungsmethode wurde 1964 von Schultz, Mattis und Lieb entwickelt. Mit-
tels einer Jordan-Wigner-Transformation gelang ihnen eine geeignete Fermionisierung der
klassischen Spin-Freiheitsgrade. Heutzutage sind in hoheren Dimensionen d>2 aus Man-
gel an analytischen Losungen Computersimulationen mit Monte-Carlo Verfahren géngig
zur Losung des Problems.



2. Onsager-Kaufman Loésung des Ising Modells

2 Onsager-Kaufman Losung des Ising Modells

2.1 Grundlagen

Betrachte ein rechteckiges, d-dimensionales Gitter mit N = n? festen Punkten. Jedem
Gitterpunkt sei eine Spinvariable gz zugeordnet. Dieses Modell ist das Heisenberg-Modell
des Ferromagnetismus. Das Ising-Modell geht nun aus diesem Modell durch folgende Ver-
einfachungen hervor:

e Die Spinvariable kann lediglich 2 diskrete Zustdnde +1 annehmen.
D.h. man betrachtet z.B. nur die z-komponente des Spins. Damit ist s; = £1

e Die Wechselwirkung der Spins untereinander erfolgt jeweils nur mit den néachten
Nachbarn

Betrachtet man diese Anordnung nun in einem &ufseren Magnetfeld so ist dies der allge-
meinste Fall des Ising-Modells des Ferromagnetismus.

Die Wechselwirkungenergie von N Spins von denen je p Spins miteinander in Wechselwir-
kung stehen ist mittels der Wechselwirkungsenergie €;, ;, . ;, gegeben durch:

E(Sl, ceey SN) = — Z €i1,i2,...,ip8i1Sig'-'sip (21)

<01 yeenylp>

Wobei sich die Summe iiber < 4y, ...,7, > bedeutet, dass je liber p Spins aus paarweise,
unmittelbar benachbarten Gitterpunkten summiert wird.
In der folgenden Rechnung werden wir noch zwei weitere Vereinfachungen vornehmen:

e Es wird jeweils nur die Wechselwirkung zweier Spins miteinender Beriicksichtigt

e Die Wechselwirkungsenergie ¢;; ist raumlich konstant (isotrope Wechselwirkung)
Daher ist €;; = € = const

Damit ergibt sich fiir die Wechselwirkungsenergie das Gitters:

E(s1,...,8n) = —€ Z Si8; (2.2)

<ij>

2.2 Das 1-dimensionale Ising-Modell

Betrachten wir zunéchst denn 1-dimensionalen Fall, d.h. d = 1 und die Gesammtzahl der
Spins wird zu N=n.

Aus spéter ersichtlichen Griinden fordern wir periodische Randbedingungen bei Hinzufi-
gen eines weiteren Spins. Damit gilt

Spt1 1= 81 (2.3)



2.2 Das 1-dimensionale Ising-Modell

Damit verdndern wir die Topologie der obigen Kette zu der eines Kreises.

N ! 2

N-1 3

Topologie des eindimensionalen Ising-Modells

Die Energie des Systems in einem dufseren Magnetfeld B ist, mit Hilfe von (2.2) gegeben

durch:
FE = Z SEpSk+1 — B Z Sk (24)

k=1

Die Zustandsumme ist

= Z Z Z exp(B Z(ESkSkJrl + Bsy)) (2.5)

S1 52 SN

wobei jedes s; unabhingig die Werte 1 annimmt.
Zur Losung dieses Problems benutzen wir im folgenden die Transfermatrix-Methode. Hier-
zu schreiben wir zuerst (2.5) in der symetrisierten Form

= Z Z Z exp(f Z €SkSki1 + B<Sk + 5k41))) (2.6)

S1 S2 SN

Dies stimmt auf Grund von (2.3) mit (2.5) iiberein.
Definiere nun eine zweireihige Matrix P, so dass ihre Elemente durch

< s|P|s >= ePless' T3 Bls+s") (2.7)
gegeben sind. Daher ergibt sich eine explizite Darstellung fiir P
eﬂ(e-}—B) e—ﬂe

P = < o—Be eﬂ(e—B)> (2.8)

Entwickle nun P in Eigenvektoren mit Eigenwerten A;, Ao
P = )\10,1(81)0,1(82) + )\20,2(81)0,2(82) (29)

Die Eigenvektoren sind orthogonal und kénnen als normiert angenommen werden

Z a;(s)ax(s) = oy < Z s ><s|=1 (2.10)

s==1 s==%1

Damit ergibt sich fiir die Zustandssumme mittels (2.6), (2.7) und (2.10)

7 = ZZ Z < 51| P|sa >< s9|Plsg > ... < sy|P|s1 >

s1 S2

= <si|PV[si >=Tr(PV) = A + A}

S1

(2.11)



2. Onsager-Kaufman Loésung des Ising Modells

Wobei des letzte Gleichheitszeichen gilt, da die Spur einer Matrix von deren Darstellung
unabhéngig ist. Dass Z die Spur der N-ten Potenz einer Matrix ist, ist eine Folge der
periodischen Randbedingungen (2.3).

Die beiden Eigenwerte der Matrix P kénnen durch einfache Rechnung bestimmt werden.

A2 = €*[cosh(BB) £ \/e=4% + sinh2(BD)] (2.12)

Damit ist also Ay > A, fiir alle B. Betrachten wir weiter den Fall N — oo so spielt nur
der grokere der beiden Eigenwerte eine Rolle, da

1 1 A

Fn(Z) = In(x) + (1 + (f)N) —— In(A) (2.13)
Damit lassen sich die thermodynamischen Funktionen bestimmen.

Helmholtzsche freie Energie pro Spin

1 ET
—F(B,T)=——In(Z) = —kTIn(\
SF(B.1) = "L in(z) = kTin(x) o1
= —¢ — kTin(cosh(BB) + \/e~4F< + sinh?(3B)
Magnetisierung pro Spin
1 1 9F(B,T)
NN =" "5
B sinh(BB) (2.15)
Ve P + sinh?(8B)
Es gilt
1
FM(0.7) =0 VT >0 (2.16)

Daher zeigt das eindimensionale Ising-Modell nie ferromagnetische Eigenschaften. Der
Grund hierfiir liegt darin, dass bei einer gegebenen Temperatur zur Minimalisierung der
Freien Energie F' = U — T'S die Minimalisierung der inneren Energie, durch Ausrichtung
der Spins, und die Maximalisierung der Entropie, durch eine statistische Verteilung der
Spins, in Konkurrenz stehen. Im eindimensionalen Modell gibt es noch nicht geniigend
nachste Nachbarn, so dass keine spontane Ausrichtung der Spins zustande kommt. Der
Fehler, dass die, auf der Mean-Field-Naherung beruhende, Weifssche Theorie auch in einer
Dimension ein Phaseniibergang vorhergesagt liegt daran, dass dort die Fluktuationen
vernachléssigt werden, die diesen in einer Dimension gerade verhindern. Weiterhin sieht
man, dass im eindimensionalen Ising-Modell kein Phaseniibergang auftritt.



n+1

2.3 Das 2-dimenionale Ising-Modell

2.3 Das 2-dimenionale Ising-Modell
2.3.1 Topologie und Zustandssumme

Betrachten wir nun den zweidimensionalen Fall, d.h. d=2 und die Gesammtzahl der Spins
wird zu N = n%. Das Gitter besteht also aus n Zeilen und n Spalten. Wir erweitern nun
den Aufbau um eine Spalte und eine Zeile und fordern wieder periodische Randbedingun-
gen. Dies ist keine Einschrankung da im weiteren nur der Grenzfall n — oo betrachtet
wird. Damit pragen wir dem Gitter, analog zur eindimensionalen Kette, die Topologie
eines Torus auf.

1 2 3 n nt+l

N-1 3

n Zeilen

n Spalten

Im folgenden bezeichne p, (o =1, ...,n) die Gesammtheit aller Spinkoordinaten der a-ten
Reihe
Ko = {517 ) Sn}a—te Reihe (217)

Die oben geforderten Randbedingungen sind in dieser Schreibweise also gegeben durch:

Hnt1 = H1

Sp+1 = S1

(2.18)

Wir kénnen nun die gesammte Wechselwikungsenergie des Gitters in drei Teile aufteilen:

e Wechselwirkungsenergie zweier Reihen miteinander
E(tas Hay1) = _GZSZSZHA (2.19)
k=1

e Wechselwikungenergie der Spins innerhalb einer Reihe

Eint(ﬂoc) = —¢€ Z SgSngl (220)
k=1

e Wechselwirkungsenergie der Spins mit einem &ufseren Magnetfeld B

Eeri(fta) = =B s} (2.21)
k=1



2. Onsager-Kaufman Loésung des Ising Modells

Somit ergibt sich die Gesammtenergie des Gitters in einem dufseren Magnetfeld B zu:

n

E(,ula L3 :un) = Z[E(/’LCU :U/CM+1) + Emt(,“a) + Eea:t(:ua)] (222)

a=1

Und damit die Zustandssumme:

v . (2.23)
= Z Z exp{—ﬁ Z[E(Nm ,UoHrl) + Eint(ﬂ@z) + Ee:vt(,ua)]}

Analog zum eindimensionalen Fall gehen wir nun wieder in die Matrixschreibweise tiber.
Dazu definieren wir eine 2"-reihige Matrix P, so dass ihre Matrixelemente durch

< p|Plp >= exp{—BE(p, 1) + Eint (1) + Eexr(11)]} (2.24)
gegeben sind. Analog zum eindimensionalen Fall gilt wieder
> pta >< pal = 1 (2.25)
Mo

und damit fur die Zustandssumme:

Z = ..) < m|Pluz >< pa|Plus > ... < prn|Plpa >

M1 Hn
g (2.26)
=> <P >=Tr(P") =Y ()"
151 a=1

Wobei im letzten Schritt wieder verwendet wurde, dass die Spur unabhéngig von der
Darstellung ist, so dass wir P in Diagonalform annehmen. Daher sind die A\, die 2"
Eigenwerte der matrix P.

Da wir uns im weiteren nur mit dam Grenzfall n — oo beschéftigen vereinfacht sich die
Zusatndssumme noch weiter. Dies folgt, da erwartet wird, dass die Eigenwerte auf Grund
von (2.26) von der Ordnung e” sind, da E(u, i), Ein(p) und Eepp(p) von der Ordnung
n sind. Ist dies der Fall, so wird

1
lim —In(\,) = endlich Va=1,..,2" (2.27)

n—oo M,

Sind weiter alle Eigenwerte positiv und bezeichne \,,,, den goften Eigenwert so gilt:

Mmaz)" S Z 0 Z2%Na)” (2.28)
1 1 1
= —In(Amaz) £ HIn(Z) < =In(Anae) + —In(2) (2.29)
n n n
Im Grenziibergang n — oo folgt daraus:
.1 o1
]\}LH;O —In(Z) = nlglgo ﬁln()\m(w) (2.30)

Bei der weiteren Losung des Eigenwertproblems wird sich herausstellen, dass unsere An-
nahmen beide erfiillt sind. Daher ist zur exakten Losung des Systems im Grenziibergang
n — oo nur der grokte Eigenwert M. der Matrix P zu betsimmen. Diese Rechnung
ist sehr kompliziert, so dass im weiteren nur die Ergebnisse angegeben werden. Fiir die
genaue Rechnung verweise ich auf meine lange Auswertung die unter der Webaddresse,
die im Ersten Kapitel angegeben wird, heruntergeladen werden kann.
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2.3 Das 2-dimenionale Ising-Modell

2.3.2 Die Zustandssumme

Aus dem Eigenwertproblem der Matrixdarstellung des Ising-Modells erhalten wir folgen-

den grofiten Eigenwert
A = ezt tr2n-1) (2.31)

Mittels der Formel

lim iln(Z) = %ln[Q sinh(2f€)] + lim lln(/\) (2.32)

N—oo N n—oo N

kénnen wir nun die Zustandssumme berechnen. Daraus ergibt sich nach einigen weiteren
Umformungen nun die geschlossene Form fiir die Zustandssumme

™

lim %ln[Z] = In[2cosh(28¢€)] + % /dl(/l ln[%(l + /1 — Kk2sin?(¥))] (2.33)

N—oo
0

2.3.3 Die thermodnamischen Funktionen

Aus (2.151) kénnen wir sofort die Helmholtzsche freie Energie pro Spin F(0,7") bestimmen

BF(0,T) = — lim %ln[Z]

N—00
= —In[2cosh(28¢)] — Py /dﬁ ln[§(1 + /1 — Kk2sin?(V))]
s
0
‘ -
Magneti-;mion m
Abbildung 1: Freie Energie
Die innere Energie pro Spin E(0,T) ist
2
E(0,T) = —e coth(2pe)[1 + ;/{’ Ky (k)] (2.35)
Wobei K (k) gegeben durch
; 1
Ki(k) = /d19 (2.36)
) 1 — Kk2sin?(v)



2. Onsager-Kaufman Loésung des Ising Modells

das vollstandige elliptische Integral 1. Ordnung ist. Sowie

_ 2sinh(2f¢

~ cosh?(23¢)
k' = 2tanh?®(2B¢) — 1 (2.37)

KP4+ R? =1
Die spezifische Wérme ergibt sich mittels
OE(0,T) 0FE(0,T)0p 1 0E(0,7T)

c,T) = = — = 2.38
(0.7) oT o oT kT?  0p (2.38)

zu

%C’(O, T) = %(ﬁe coth(23€))*{2K (k) — 2B (k) — (1 — /{’)[g + k'K (k)|} (2.39)

Wobei E) (k) gegeben durch

us

2

Ei (k) = /dﬁ V1 — k2sin?(19) (2.40)

0

das vollstandige elliptische Integral 2. Ordnung ist.

Man sieht nun, dass die spezifiesche Warme bei k = 1 <= £/ = 0 eine Singularitdt besitzt,
da das vollstandige elliptische Integral 1. Ordnung K (x) bei x = 1 eine Singularitit hat.
Dies kann nun dazu verwendet werden um durch (2.159) die kritische Temperatur (Curie-
Temperatur) T, zu definieren:

2¢
2tanh?
an (kT

2¢

=1
ch) (2.41)
2¢ ) =
kT,

_ _2e
e kTe —

) =1=> kT, ~2,269185 ¢

bzw. : sinh(

cosh(

-1

S S

Damit gilt:
Alle Thermodynamischen Funktionen haben irgendeine Singularitét bei T' = T.

Es gilt durch einfaches nachrechnen:

4
Kl(/‘i) ~ ln(g)
dK (k) (2.42)
dk 2
El(/‘i) ~1
Daher sieht man, dass die innere Energie F(0,T) bei T' = T, stetig ist.
Fiir die spezifische Warme gilt, nach Entwicklung um 7" = T, néherungsweise
1 2 2 2¢ T
—C(0,T)~ = 21— T—-T.|) —(1+= 2.43
LC0.1) % 2 (a5l T =) - (1+ ) (243)



2.3 Das 2-dimenionale Ising-Modell

Man sieht, dass C'(0,T) fiir |T'—T.| — 0 logarithmisch divergiert. Daher wird der kritische
Exponent zu o = 0 Weiter gilt, da erst die zweite Ableitung der freien Energie eine unste-
tigkeitsstelle aufweist, dass es sich hierbei tatséchlich um einen Phaseniibergang zweiter
Art hendelt.

Aus der allgemeinen Theorie der Phaseniibergénge sieht man, dass die Magnetisierung die
Rolle des Ordnungsparameters hat. Da unsere gesammte Berechnung jedoch in abwesen-
heit eines dufseren Magnetfeldes gemacht wurde, kann aus unserer Losung die spontane
Magnetisierung m(0,T) = (2%)p—o nicht berechnet werden. Die Berechnung der sponta-
nen magnetisierung wurde von Yang durchgefiihrt. Sie ist so kompliziert wie die von uns
durchgefiihrte. Das Problem liegt darin, dass der Term mit der Matrix V3 nicht mit U
vertauscht und man daher nur Nebendiagonalelemente besitzt. Daher kann die Berech-
nung nicht analog zu der hier gezeigten durchgefiihrt werden. Im weiteren wollen wir hier
nicht weiter auf die Berechnung der spontanen magnetisierung eingehen und geben nur
das erstaunlich einfache Ergebnis an:

0 (T > T.)
m(0,T) = (1422)F (1-622424)% (T )
Vi-z? ‘ (2.44)
mit z = e 2P

= 2. = V2 -1
Entwicklung um 2z = z. ergibt
m(o,T) ~ [4(V2 +2) (2. — 2)]8 (2.45)

Daher ergibt sich fiir den kritischen Exponenten g = é.
Eine graphische Darstellung der spontanen Magnetisierung ist in Abb.: 3 gezeigt.

1 = i

M(T)
“
~
b
~
LY
LY
A
A
A N\ —
——  Onsager “
= Monte Carlo \‘
— —- Mean Field 1
)
1
}
i 1
]
|
@ " | : [ ! i
o i 2 3 1

Abbildung 2: spontane Magnetisierung

2.3.4 Zusammenfassung und Ausblick

Die durchgefiihrte Berechnung zeigt, dass wir im zweidimensionalen Ising-Modell ein Pha-
seniibergang zweiter Art vorkommt. Das Ising-Modell ist bis heute das einzige, nicht tri-
viale Beispiel eines solchen Phaseniibergangs, das exakt gelost werden kann. Weiter sieht
man, dass in diesem Modell eine spontane Ausrichtung aller Spins moglich ist. In der Rea-
litdt sind in einem Ferromagnetischen Stoff jedoch nur einzelne Bereiche, die Weiftschen-
Bereiche, des Stoffes vollstandig ausgerichtet. Daher beschreibt unser Modell im weiteren
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2. Onsager-Kaufman Loésung des Ising Modells

Sinne nur einen Weifsschen-Bezirk. Die kollektive Ausrichtung iiber das gesammte Material
geschieht durch Anlegen eines duferen Magnetfeldes. Dadurch richten sich die Weifischen-
Bezirke in Richtung des Magnetfeldes aus (Ferromagnet). innerhalb eines Bezirks bleibt
die Ausrichtung jedoch bis zur kritischen temperatur 7, immer erhalten.

Eine grofte Einschrankung bei der Beschreibung des Ferromagnetismus ist, dass in diesem
modell lediglich zwei Spinrichtungen zugelassen werden. Daher greift man hier eher auf
den in der Einleitung erwédhnten Heisenberg-Ferromagnetismus zuriick. Dieser lasst jedoch
bereits keine exakte Losung mehr zu.

Abgesehen vom Ferromagnetismus hat das Ising-Modell noch weitere Anwendungsmog-
lichkeiten. Die bekanntesten Beispiele sind das Gittergas, die zwei Spinrichtungen stehen
hierbei fiir die Zustdnde besetzt und unbesetzt, wodurch iiber Clusterbildung der Pha-
seniibergang zum Fliissigen dargestellt werden kann, sowie die binédre Legierung, ein Kris-
tallgitter bestehend aus zwei verschiedenen Atomsorten, bei dem die Struckturbildung
untersucht wird. Des weiteren wird das Ising-Modell nicht nur bei physikalischen Proble-
men benutzt. Beispiele hierfiir sind der Ising-Fisch, ein Fisch der nur in zwei Richtungen
schwimmen kann und sich dabei an seinen néchsten Nachbarn orientiert. Damit kann das
Schwarmverhalten von Fischen beschrieben werden. Sowie die meinungsbildung im Zwei-
kammersystem.

Eine weitere sehr wichtige Anwendung in der Physik ist die Priifung der Giite von néhe-
rungsmethoden. Da das zweidimensionale Ising-Modell exakt gelost wurde kann man die
Giite der Naherung durch direkten vergleich der Ergebnisse erhalten.

Des weiteren sei darauf verwiesen, dass es noch weitere Methoden zur exakten Losung
des zweidimensionalen Ising-Modells gibt. Verschiedene Losungen sind zum Beispiel in
Landau Lifschitz "Lehrbuch der theoretischen Physik V' Statistische Physik Teil 1" oder
T. Schultz, D. Mattis, E. Lieb, "Two-Dimensional Ising Model as a Soluble Problem of
Many Fermions”. Da in diesem Seminarvortrag jedoch auch die in der statistischen Physik
sehr wichtige transfermatrixmethode vermittelt werden wollte, wurde auf diese Losungen
nicht weiter eingegangen.

Das dreidimensionale Ising-Modell wurde bis heute noch nicht exakt gelost. Jedoch ist auf
Grund sehr guter Naherungsmethoden und numerischer Berechnungen zu erwarten, dass
in drei Dimensionen keine neuen Effekte zu erwarten sind.
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1. Geschichte und Entdeckung

o 1932 Entdeckung des Neutrons durch Chadwick

o 1934 Baade/Zwicky: Entstehung und Existenz von
NS in Supernovae

o 1939 Berechung von NS-Modell durch
Oppenheimer/Volkoff

o 1967 Hewish et al. entdecken Pulsar

o 1968 Gerlach/Wheeler: Dritte Familie von
kompakten Sternen moglich -> Quarksterne

o 1975 Massenbestimmung an Binarpulsar ~1.44M,
o Heute etwa 2000 bekannte Objekte

Margit Maly 4.12.2009



2.1 Entstehung von NS

Vorr.: Stern mit M> -Kollaps des Kerns
8M, nach :>

. -Supernova
Heliumbrennen P

Wenn: Kerne immer

neutronenreicher
-1,44My<M<3Mq :ll: durch inversen B-

-p= 1’14.109 g/cm3 Zerfall
X +e =, X+,

p>4,3-101 g/cm3 Freie, entartete

“neutron drin” :> Neutronen (Druck
P stoppt Kollaps)

Margit Maly 4.12.2009



2.2 Eilgenschaften von NS

o Masse M = 1,35-2 Mg,
o Radius R = 10-15 km
EXTREM hohe Dichte
p=1014 - 101> g/cm3
(Vgl'pnucz3'1014 g/cms3)
o Gravitationsfeld 2-1011 starker als Erdfeld,
Fluchtgeschwindigkeit 1/3c

o Temperatur T etwa 1Mio Kelvin
o Starke Magnetfelder ~ 108 Tesla

Margit Maly 4.12.2009



2.3 Der innere Aufbau

AuBere Kruste:
NeUtronenStern ultradiinne Atmosphire G|tter von Fe'56

Schalenstruktur und Materiedichten
o Atomen, entartetes
duBere Kruste oo ___ Eisengitter, Elektronengas

- 3 ntartete Elektronen
1.1 x10"gcm

Innere Kruste:

innere Kruste neutron neutrino
drip trapping | 1
ol ity neutronenreiche

1.7x10"gem™

Kerne N, freie n, e-

auBerer Kern
Kernmateriedichte

AuBerer Kern:
superfluide
Neutronen, massive
Baryonen

5x10'"g em™

innerer Kern

freie Phase von
Quarks und Gluonen

Innerer Kern:
Vielfaltige
Mdglichkeiten...

0 km

Margit Maly 4.12.2009



Mogliche Vielfalt des NS-Kerns

absolutely stable
strange quark
matter

uld]|s
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2.4 Zustandsgleichung NS

4 . P\(q A Pro
-TOV: 4P Gpm (1+5)(1+F5—)
dr — = 1 2Gm
l ] (1_ < )
- Masse dm(r)  ,_ 9
< —— = 4dmrop(r)
- EoS: Enthalt Mikrophysik P=P(p)
- groBer Dichtebereich, viele Teilchen etc.
N - WW teilweise nicht gut erforscht

FUr p< pg.p, viel Modelle (nur Neutronen, +WW
mit Nuklei, B-Equilibium etc.)

Margit Maly 4.12.2009



Zustandsgleichungen im Vergleich

log? (dynescm™?)

35

<]

(]

A s L l I 1

—F b gty i g

220 >> P 27

logp * (gem™?)

Al
10

16

Margit Maly
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3. QCD und Quark matter

Quarks:

- Spin ¥2 Fermionen
- Farbladung (r,qg,b)
- Baryonenzahl 1/3

Gluonen:

- WW-Bosonen (Spin 1)

- 8 Farbfelder

- An allen 4 WW
beteiligt

quark flavor symbol charge constituent mass current mass
Qe ¥ (MeV/c?) m (MeV/c?)

down d -3 ~ 350 ~ T

up u +% ~ 350 ~ 3

strange S -% ~ 550 ~ 140

charm c +2 ~ 1800 ~ 1800

bottom b -5 ~ 4.2 x 103 ~ 4.2 x 10?

top t +2 ~ 170 x 10° ~ 170 x 10°

Margit Maly 4.12.2009



QCD - 3 bedeutende Prinzipien

1. Confinement: keine freie Quarks

2. Asymptotische Freiheit: Quarks im
Kern quasi-frei

3. Chirale Symmetriebrechung
erzeugt Masse

qq-WW-Potential:

A=4a./3

V(T’> _ ;1 _ Jer K=0,9 Gev/fm

:> FUr groBe Abstande WW stark, , string tension®

Margit Maly 4.12.2009



Das MIT — Bag — Modell

- freie g in
endlichem
nicht-perturbatives Volumen

QCD-Vakuum

- Hadronen:
,1aschen®
konstanter
Energiedichte
(Bag-Konstante B)

- B ~ (200 MeV)*#

Bag

Margit Maly 4.12.2009



Das QCD - Phasendiagramm

early universe

XALICE quark-gluon plasma

% RHIC ]
Te ~ 170 MeV |« €rossover o a
3
quark matter
<Yy >0
crossover
hadronic fluid - — ]
superfluid/superconducting
° phases ?
ng=~0 an::> 0 2SC (:\y\ll:? >0 CFL
vacuum nuclear matter neutron star cores

W~ 922 MeV aus: The phase diagram of QCD; Simon Hands;

u http://lanl.arxiv.org/abs/physics/0105022v1
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Vergleich CFL — 2CS (einfach)

M=500MeV
M;=250MeV

0.5

AF
(100 Mev)* ©

| |
0 10 20 30
Gap A (MeV)
aus:Absence of two-flavor

colorsuperconductivity in compact stars,
M.Alford/K. Rajagopal

Margit Maly 4.12.2009 http://arxiv.org/abs/hep-ph/0204001v2



Abhangigkeit A bzw. M, von p

Aud ’ Aus= Ads Ivlu = Ivld ’ Ms
150/_ 600;--1-”'1--
100 - - 400 -_ -

: 200 S

xSB] 2SCj CFL} _ g

OI....n....l..l O\Iﬁ

300 400 500 300 400 500

u [MeV] 1 [MeV]

aus: The Complex Physics of Compact Stars - The inner core(QCD matter); M.Buballa, lecture at
the 44th Karpacz Winter School
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Ein etwas komplizierteres
Phasendiagramm...

320 340 360 380 400 420 440 460 480 SO0
u MeV]
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Wie finde man QM in NS?

o Supernova-Explosionen durch QM
erklarbar

o Auswirkungen auf R-M-Verhaltnis

o Cooling-Prozesse (EinfluBB3 der spez.
Warme von QM)

o Einfluss auf sog. r-Moden in GW
(abhangig Viskositat)

o Supernova-Neutrinos

o Pulsar glitches

Margit Maly 4.12.2009



Fazit:

Margit Maly

o Phasenubergange in NS-Kernen
moglich und wahrscheinlich

o ABER: Schwer zu detektieren

o Dritte Familie von kompakten
Objekten theoretisch existent

oWeitere Erforschung in vielen
Bereichen (Supernovae, GW-
Forschung, X-ray, Kolliderexperimente)

4.12.2009



Vielen Dank fur die
Aufmerksamkeit!
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Neutronensterne und das QCD-Phasendiagramm

Margit Maly
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Inhaltsverzeichnis
1 Einleitung
2 Neutronensterne

3 Quark Materie und QCD-Phaseniiberginge
3.1 Zusammenfassung QCD . . . . . . ..o
3.2 Das QCD-Phasediagramm . . . . . . . . .. ...
3.2.1 Ungepaarte Quark-Materie . . . . . . . . . . ... ... ... ... ...,
3.2.2  Color-Flavor-Locking Phase . . . . .. ... ... ... ... .......
3.23 2SC Phase . . . . . . .
3.24 Vergleich . . . . . . . .

4 Experimenteller Nachweis von QM in kompakten Objekten
5 Fazit

6 Literaturverzeichnis



1 Einleitung

Seitdem die theoretische Existenz von kompakten stellaren Objekten mit Dichten &hnlich von
Atomkernen, den Neutronensternen, im Jahr 1933 vorgeschlagen wurde, beschéftigen diese
ganze Generationen von Physikern. Nach der Entdeckung des ersten Neutronensternes im Form
eines Pulsars 1967 von Hewish/Bell kénnen die vorrausgesagten Eigenschaften immer besser
iiberpfriift werden. Durch die hohen Dichten dieser Sterne erwartet man im Zentrum einen
moglichen Ubergang von normaler hadronischer Materie zu sogenannter Quark Materie, ein
Zustand freier Quarks mit teilweise erstaunlichen Eigenschaften.

2 Neutronensterne - Enstehung und Eigenschaften

Ein Neutronenstern ist der mogliche Uberrest eines Stern mit M > 8M, der am Ende seiner
Hauptreihenexistenz in einer Supernova explodiert. Dadurch kann im Kern der Gravitationskol-
laps nicht mehr durch den Strahlungdruck aufgehalten werden. Bei Kernmassen von 1,44 —2M
ist der Gravitationsdruck so stark, dass der Kern immer stédrker komprimiert wird. Durch in-
versen 3-Zerfall (43X +e~ — 4_, X + v.) werden die Atomkerne immer neutronereicher und ab
einer kritischen Dichte von etwa 4, 3 - 1011$ fangen die Neutronen an, aus dem Kern , heraus-
zutropfen®. Erst durch den Entartungsdruck der freien Neutronen kann der Gravitationskollaps

gestoppt werden. Durch Neutrinoemission kiihlt der Stern binnen kurzer Zeit auf 1 Mio Kelvin
ab.

Da der Radius von Neutronensterne nur 12-15 km bei einer Masse von etwa 1,44 — 20
betrigt, findet man im Durchschnitt dort extrem hohe Dichten im Bereich von p =~ 4 - 10° e
was ungefihr der Atomkerndichte (pp,.) entspricht, vor. Allerdings variiert die Dichte mit der
Tiefe im Stern. Im Bereich der d&ufleren und inneren Kruste ist diese noch kleiner als p,., im
inneren Kern allerdings sind Werte von bis zu 10 - p,,,. moglich. Auf Grund dieser Dichten ist
hier der Ubergang zu noch kompakterer Materie, der Quark-Materie, sehr wahrscheinlich.

Die Beschreibung mit Hilfe einer Zustandsgleichung P = P(p) héngt daher stark von der
betrachteten Schicht und der darin vorhandenen Materie ab und ist bis heute noch nicht

vollstandig geklért.

3 Quark Materie und QCD-Phaseniiberginge

3.1 Zusammenfassung QCD

Die Quantenchromodynamik beschreibt die starke Wechselwirkung zwischen Quarks mit ihren
Austauschteilchen, den Gluonen. Neben der elektromagnetischen Ladung haben Quarks auch
noch eine sogenannte Farbladung (rot, griin, blau). Jedes Modell von aus Quark bestehender
Materie hat 2 wichtige Prinzipien zu beachten. Zum einen die Tatsache, dass man bisher keine
freien Quarks beobachtet hat, was als “confinement* bezeichnet wird. Zum anderen die asymp-
totische Freiheit von Quarks, die besagt, dass sich Quarks fiir kleine Abstidnde/groe Impulse
quasi wechselwirkungsfrei bewegen. Die starke Bindung der Quarks aneinander l&dsst sich auch
gut an dem empirischen WW-Potential

V(r)= —é + kr



ablesen. Wéhrend fiir kleine Absténde r der erste (coulombartige) Term dominert, so wird fir
grofle r der zweite Term linear in r bedeutend. Je weiter man zwei Quarks voneinander entfernt,
desto mehr Energie steckt in dem Potential, bis diese die grofl genug ist, ein Quark-Antiquark-
Paar zu erzeugen. Somit erhélt man letztendendes wieder zwei Mesonen.

Ein Modell, das gebundene Quarks anschaulich sehr gut beschreibt ist das MIT-Bag-Modell.
Hierbei stellt man sich freie Quarks in einem endlichen Volumen eingesperrt vor. Dadurch
werden Hadronen zu Art ,Taschen® mit konstanter Energiedichte,in denen ein perturbatives
Vakuum vorherrscht. Die Begrenzung dieser Taschen, vorstellbar als eine Art externer Druck,
welche die Hadronen zusammenhaélt, wird durch die Bag-Konstante B beschrieben. Modellrech-
nungen ergeben Werte von B ~ (200MeV)*.

3.2 Das QCD-Phasediagramm

Wie in der klassischen Thermodynamik kann man auch in der QCD die Ubergénge von ver-
schiedenen Erscheinungsformen quarkhaltiger Materie ineinander qualitativ durch ein Phasen-
diagramm beschreiben (siehe Abb. 1). Die Kontrollparameter sind hier die Temperatur T und
das baryonische chemische Potential p. Fiir hohe Temperaturen und sehr kleine Dichten erhalt

early universe
XA‘LK‘E quark-gluon plasma
X RHIC

Tec~ 170 MeV" crossover

T

('11181'1{ matter

<y >0

crossover
|

supertluid/superconducting
phases ?

hadronic fluid

= n >0
ng=0 B
vacuum nuclear matter

W~ 922 MeV

2SC Yy > 0 CFL

netitron star cores

Abbildung 1: QCD-Phasendiagramm (aus [2])

man Zustande wie kurz nach dem Urknall, diverse eingezeichnete Expermimente (LHC etc.)
versuchen sich quantitativ diesem Regime zu nidhern. Theoretisch lésst sich dieser Bereich fiir
@ = 0 relativ gut durch die Gitter-QCD beschreiben. Hier méchte ich allerdings speziell die
T=0 Achse betrachten, da dies der fiir die Betrachtung von Neutronensternen relevante Bereich
ist. Die Beschreibung dort geschieht vor allem durch das Bag-Modell.

Startet man bei kleinem g, also kleinen Dichten, so befindet man sich zuerst im Bereich des
Vakuums. Ubersteigt die Energiedichte den Wert der Nukleonenrestmasse abziiglich der Bin-
dungsenergie kommt es zu einem Phaseniibergang in hadronisch gebundene Materie. Die Ba-
ryonenzahl als Ordnungsparameter steigt hier sprunghaft auf einen Wert {iber Null.

Mit Zunahme der Dichte néhern sich die ,Hadronentaschen® immer mehr und bei einer kri-
tischen Dichte p..; fangen die Taschen an sich zu iiberlappen und zu verschmelzen. Dies ist
der Ubergang vom confinement zum deconfinement, also von hadronischer Materie zu Materie,
die aus freien Quarks besteht. Nimmt man vereinfach eine sphérische Form der Taschen an, so
kann man die kritische Dichte in Abhéngigkeit des Bag-Radius, also dem Nukleonenradius Ry,



schreiben als 3

Perit = 777 -
4 R,

Der prinzipielle Verlauf des Ubergangs von hadronischer zu Quark-Materie erhilt man, in-
dem man die Energiedichte ¢ und den Druck von freien Quarks und Gluonen berechnet und
letzteren gleich der Bag-Konstante B setzt. Damit ist zwar die generelle Form gut beschrie-
ben, aber quantitativ miisste man die Wechselwirkungen und die endlichen Massen der Quarks
beriicksichtigen. Die Beschreibung dieses Phaseniibergangs ist daher stark modellabhédnging
und noch lange nicht vollstandig erforscht.

Doch auch innerhalt der Quarkmaterie kommt es noch zu Phaseniibergéngen. Durch die hohen
Dichten in der Quarkphase hat man Fermioberflichen von fast freien Quarks. Das BCS-Theorem
besagt nun, dass wenn nun irgendeine anziehende WW vorliegt (was hier durch das Quark-WW-
Potential gut gegeben ist), sich farbsuperleitende Cooper-Paare von Quarks bilden kénnen und
damit der Zustand der tiefsten Energie als Fermifliche bevorzugt wird. Diese Paarbildung setzt
also ein, wenn die Bindungsenergie grofler ist als die Energie, welche zur Paarbildung benétigt
wird. Die Groe der Energieliicke A bestimmt also, welche Form von Materie vorliegt.

Im Folgenden berechne ich die freie Energie der ungepaarten und zwei moglicher gepaarten
Phasen, um Bedingungen fiir den Ubergang der einen zur anderen aufzustellen.

Hierbei ist p das baryonisch chemische Potential und M, die Konstituentenmasse des Strange-
Quarks. Zudem muss man noch ein paar Annahmen in die Berechnung eingehen lassen:

1. Nur u,d und s Quarks vorhanden (da Energie/Dichte fiir die Erzeugung schwerer Quarks
nicht ausreicht)

2. M, =M;=0und My > my

3. 1> M,

4. Neutronestern abgekiihlt = 7" = 0 und neutrinotransparent

5. Relevante Symmetrien: Farbe, Elektromagnetismus, Baryonenzahlerhaltung

6. Materie soll im grofien farbneutral sein: Betrachtung der Untergruppen 73 = diag(1/2,—1/2,0)
und Ty = diag(1/3,1/3,—2/3) im Farbraum (r,g,b) mit der Forderung das chemische
Farbpotentiale u3, 18 so gewahlt werden, dass T3, Ty verschwinden

7. Elektromagnetismus durch @ = diag(2/3,—1/3,1/3) mit em-chem. Potential z. in (u,d,s)
gegeben

8. Rechnungen in O (<%>4>

I

9. Zusétlich: p ~ 500MeV; 120MeV < My < 500MeV

3.2.1 Ungepaarte Quark-Materie

Zuerst betrachten wir den Zustand von ungepaarten Quarks. Um die Farbneutralitéit zu gewéhrleisten
reicht es aus p3 und pg Null zu setzen.
Weiterhin fordert man, dass sich die Materie im Beta-Gleichgewicht befindet:

d(bzw.s) < u+ e (+77,)



Also gleichbedeutend mit
Hs = ftd = Mo + [le

Um zudem elektrisch neutrale Materie zu erhalten, setzt man

2 1 1 g
HQ = Zhu = gHa = ghs = He =

Mit p = %(Hu + g + ps) erhdlt man folgende Bedingungen:

Hu = b= He
Hd = b+ fle (1)
Hs = b+ fle

Unter der Annahme, dass der Fermisee bis zum Fermiimpuls pg gefiillt ist, d.h. dieser bei u- und
d-Quark dem chem. Potential entspricht und p3. = /2 — M2 ist, léasst sich die freie Energie
Q.n folgendermaflen schreiben:

3 [PF o, 3 [PF )
Qun (11 fre, M) = ;/ (p — tta)p™dp + ;/ (p — pa)p”dp+
0 0

S

3 [PE

— | (VPP M = p)p*dp+ (2)
0
1 [re )
— [ (p— pu)p dp
™ Jo

Das elektrisch-chemische Potential pi. fixiert man durch die Neutralitdtsbedingung

dQyn

=0
dyte

und erhélt somit (in niedrigster Ordnung)

M2

S

:4/1/'

Hhe

Mit Hilfe dieser Bedingung lésst sich p eliminieren und man erhilt fiir die Fermiimpulse von
den 3 Quarks:

M?2 M?2
d __ s u s
I7F—ll+12,u pr+ Ay
M3

U _ s 3

Pp=H 611 ( )
S SME ., M3

Fithrt man nun die Integration in (2) aus so erhélt man unter Verwendung des Zusammenhangs
(3) einen Ausdruck fiir die freie Energie von neutraler, ungepaarter Quarkmaterie, der nur noch
von den freien Parametern p und M, abhéngt:

Qneutral — _3:u2 3M32:u2 o 7—12 ln(MS/QIU’)
u 42 472 32m?

M (4)




Betrachtet man (4) so verschwindet der elektrische Beitrag, da er in O(ul) eingeht.

Weiterhin wurde hier auf die Einfithrung einer Bag-Konstante und eventueller Wechselwirkun-
gen verzichtet, da diese nur relevant bei Ubergangen von hadronischer zu Quark-Materie wird
und bei Zustdnden innerhalb der QM keine Rolle spielt.

Betrachtet man nun den Zusammenhang zwischen den Fermiimpulsen der jeweiligen Quark-
flavours (3) so sieht man, wie p% durch die Konstituentenmasse des Strangequarks erhoht, bzw.

pf relativ zu pY verringert wird. Diese Angleichungen verursachen spéter die Moglichkeit der
CFL-Paarbildung.

3.2.2 Color-Flavor-Locking Phase

In dieser Phase sind alle drei Quarks (u,d,s) an der Paarbildung beteiligt. Dies ist fiir hohe
Dichten moglich, wenn die Energie ausreicht, die Fermiimpulse dhnlich gro werden zu lassen.
Betrachtet man das Skalarprodukt zweier Quarks, so erhélt man:

3
(gra) ~ A e e,
=1

wobei a, 3 =r,¢g,b und a,b = u,d, s. Dies fiithrt zu den folgenden Moglichkeiten:

Um nun die freie Energie der CFL-Phase zu berechnen, betrachtet man die Energie von un-
gepaarten Quarks, allerdings mit der Annahme, dass alle Quarks, die Paare bilden kénnen, den
gleichen Fermiimpuls p%™ (pro Paarmoglichkeit) haben und dieser die freie Energie minimiert.
Zudem muss man noch die Bindungsenergie des 2Q-Kondensats abziehen. Diese ist i.A gegeben
durch die Zustanddichte k2dk multipliziert mit der Energieliicke A, in unserem Fall ergibt sich

somit ﬁi’;g. Man macht also fiir die freie Energie der CFL-Phase folgenden Ansatz:

Ccom
PF

9
1 3
Qorr=— ) / (\P* + ME = pa)p*dp — A% (5)
=1 0

mit M; = 0 fiir u,d und p; = p — Que + Tz + Tsus.

Minimiert man cpz, nun fiir die jeweiligen p%;" so erhélt man diese fiir die 4 mdoglichen
Paarungen in Abhéangigkeit von u, p., s, us und M. Die Impulse implizieren, dass es sich nun
um rein fiktionale ungepaarte Quarkmaterie handelt, da sowohl keine scharfte Fermikante mehr
vorhanden ist, als auch die Anzahldichte nicht mehr ~ (p$™)3 ist.

Fithrt man nun die Integration in (5) und fordert wiederum ladungs- und farbneutrale Materie

dQcrr, ~0 dQcrr, _0 dQecrr,

=0
djte dps dpsg




so erhélt man Bedingungen an pi., us, ug. Eingesetzt in (5) ergibt sich die freie Energie von der
neutralen CFL-Phase in Abhéngigkeit von g und M, als
Qneutral _ _3_M2 3M32:U’2 _ 1—12 1n<MS/2:u)
CFL ™ 4p2 T 4p? 32m2
Um nun eine Aussage dariiber treffen zu kénnen, wann die CFL-Phase der ungepaarte energe-
tisch bevorzugt wird, hat man zu schauen, wann Qpeutirel < Qneutral oilt - Hierfiir muss die WW
stark genug sein, dass

3 A%2 (6)

T2

CMA—

M,
4p

A > (7)

erfiillt ist.
A ist dementsprechend in der Gréfenordnung von 10-100 MeV. Es ist daher sehr wahrscheinlich,
dass eine derartige Phase in dichten Neutronensternkernen vorherrschen kann.

3.2.3 2SC Phase

Eine weitere Moglichkeit zur Paarbildung in Quark Materie, ist die 2SC-Phase in der nur u-
und d-Quarks koppeln. Diese tritt auf, wenn die Fermiimpulse von u und d etwa gleich sind
und beide wesentlich grofier als der des s-Quarks. Dies ist bei etwas geringeren Dichten, als bei
der CFL-Paarung noétig sind, der Fall. Dieses Quarkkondensat ist gegeben durch

(q9q)) ~ APy

Es bilden sich also die Paare (rd, gu) und (ru,gd).

Mit einem #hnlichen Ansatz wie bei der CFL-Phase kann man auch hier die freie Energie

berechnen und erhélt:

M} — 16A2% 12
1672

neutral __ (yneutral
Q2SC - Qun

(8)

3.2.4 Vergleich

Betrachtet man nun die ungepaarte, CFL und 2SC Phase im Vergleich (siche Abb.2), so sieht
man dass die 2SC-Phase immer unterdriickt wére. Allerdings haben wir angenommnen, dass

AF
(100 MeV)

, . I , | . .
0 10 20 30 40 50
Gap A (MeV)

Abbildung 2: Energien relativ zu €,

sowohl A als auch M, gleich fiir alle Phasen und p sind. Modellrechnungen allerdings zeigen,
dass zum einen A in der CFL-Phase um einen Faktor 0,8 kleiner ist, als in der 2SC, zum anderen
dass die Konstituentenmasse der Quarks stark abhéngig von pu ist (siehe Abb.3). Somit wire
je nach Modellparametern auch die 2SC-Phase in kompakter Sternmaterie vorfindbar.

7
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Abbildung 3: Quarkmassen (blau:u,d ; rot:s) ahbéngig von u

4 Experimenteller Nachweis von QM in kompakten Ob-
jekten

Das Vorhandensein von (un-)gepaarte Quarkmaterie in Neutronesternen koénnte sich auf ver-
schiedene Weisen zeigen.

Zum einen hétte eine farbsuperleitende, kompakte Materie Auswirkungen auf die Zustandsglei-
chung und damit auf das Masse-Radius-Verhiltnis, dies allerdings nur zu einem relativ kleinen
Anteil. Weiterhin zeigen heutige Simulation von Supernovae Eigenschaften, die sich so nicht
durch hadronische Materie allein erklréren lassen kénnen.

Der Einfluss einer Quarkphase auf die spezifische Wéarme koénnte sich in den Abkiihlprozessen
zeigen, da dieser zu schnell verlauft, wenn man nur von normaler Materie ausgeht.

Auch die verénderte Viskositdt im Kern beeinflusst die sog. r-Moden in Gravitationswellen
und dient daher auch als mdglicher Nachweis. Auch schnelle Anderungen in der Rotation von
Pulsaren sind ein moglicher Indikator.

5 Fazit

Obwohl man durch relativ simple Annahmen und Rechnungen zeigen kann, dass farbsuperlei-
tende Phasen in kompakten Sternen moglich und auch wahrscheinlich sind, ist es leider weiterhin
schwer einen direkten Nachweis dafiir zu erbringen. Da die meistens uns zugénglichen Infor-
mationen von Neutronensternen aus der Hiille stammen (in der grofitenteils normale atomare
Materie vorliegt), ist man auf indirekte und zudem heute noch modellabhéingige Nachweise
angewiesen. Daher handelt es sich hierbei um ein aktuelles Forschungsfeld der Physik, das noch
lange nicht abgeschlossen ist.
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